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P RÉ II MIM.À ÏRrB.rz 

A p E I WE ks Géomètres 0ai-e«t-*ib>iQm*^ 
inencé à comparer les figui^s #eâ3igiie$* 
avec les curvilignes , <)U ils firefic uta^fe 
des raifons &c des quantités dont U-diitër' 
rence devënbît j>lus petite <]u'a\icunc g#aft- 
detir doûnée. Les Machématicien^s ^\iinfuii> 
virent , ennuyés de ta longueur de^ dé^- 
monftrations , 'écablirélnr quelques \ fanm^* 
mes dont ils faifoienï- i*fe^«^da:nis ^hés^ fis-»-' 
cherches parîïcu|icres* Tous ces kimiis^^ 
*fonc i^nférÀ^és dans ice^iticipe : lia fmin^ 
tités 6r ks rapports dès quantités ^ki'^ v»»^ 
en s^ approchant de légalité ^^dc manttrt 
fBte leur dijfénnce dey knt plus pctuè:çu^ au- 
cune jûimntité donnée > /ont , à la fia éga^^ 
hs. Ce priiicipe cft évident ; car ^ fi on 
fuj^ofe qu'à la fin leuf différence fot€ D , 
quantité donnée > elles me pourroientpas 
^procher dé- Tégalité plus près que de 
là quantité D!, ce quieft contre rhypo- 
tiièfe« Si peu qu'on, foît verfé dans la 
kâure d'Apoiionius^ d'Archimède & de 
Tome III. a 
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Pappus , on ne fauroic difconvenir que 
les Grecs n'euffenc des méthodes pour 
mener les can|[eni|ibs dès courbes ^ mais 
eues étoienc longues & laborieufes;. Quoi 
de plus pénible , en effet , que de démon- 
trer iqu'une ligne droite menée il un point 
d'une courbe , eft tangente de cette cour-» 
VQi^.iodfquiÇ le$> prdâtiQées vo|fins9 v^'Une 
<k la droite , l'autre de la gauche , & teW. 
iwtn^es à cette Hçne, font à la;fQis plus, 
gtandes.ou à. la fois plus petites que celles, 
d^f;^ courba? quoi de plus prolixe que. 
<le jtnefurgïir les aîrsç curyilignes par des 
figilres, infcriçe^ ,& ,circx>nfcritfl$.?, Fermac 
eft. ki premier ,., je.jïeofe , qyi;^ pour me- 
furer li^s lirghes CjQHjarbes , ait fmployé deux 
%4iiiesv dont i^wrif a. un plufs grand péri- 
mètre ^ l'autre snt 4)l43s petiç péritnètre . 
^m celui cd.e Ja l2p^rpe;. Mais fqn inven- 
àenrn^eft/pasi d'une gr^iideutilué, >, 

' Cavalicri dcMilan^ fuivant I9 route quoi 
le célèbre GaJiléeîj^ dont il avoit été au** 
diceili* ^ avoit tracée /dans fciijdsaiogues do * 
WNôQvdle Sciinu , fit imprimer à Bou- 
logne en 1635 un Ouvrage confidérahl^ 
&r la méthode des indxvifibles ,\ àzns le-* 
quel on trouve des recherches pi-écieufeâ 
lur les rapports & les mefures, des furfa^ 
ces & des folides curvilignes^ Toricelli ^ 
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Roberval , Tâcquct & prefque tous les 
Céomècres de ce ceins- là ^ firent ufage de 
tetce mécbode. 

On ne doit pas pafler fous filcnce Gré- 
goire de S. Vincent & Wallis qui /exci- 
tés par le# découvertes de Cavalieri , tra- 
vaillèrent avec fuccès k l'avancement des 
Mathématiques. Mais, quoique Cavalieri 
& ceux qui , après Ini , ont fait ufage de 
la méthode des indiviiibles , paroifTenc 
n'avoir prétendu autre chofe linon > qu'il 
y a la même proportion entre les fohdes 
& les furfaces qtrentre les furfaces & les 
lignes , bien des gens ont penfé que la 
rtiéchode confiftoit k faire voir que les 
folides font compofés de furfaces , les fur- 
faces de lignes & les lignes de point;; , ce 
qui fans doute feroit un paralogifme des 
plus palpables ; car les points Mathéma- 
tiques n'ayant aucune longueur , les lignes 
aucune largeur , & les furfaces aucune 
épaiffeur , un afTemblage de points ne fau- 
roit produire une ligne , ni unaflTemblagc 
<3e lignes une furface , ni un afTemblage 
de furfaces un folide. Les anciens Mathé*^ 
maticiens jaloux de conferver l'évidence 
géométrique dans leurs procédés n'ont )a^ 
mais pafîe par ces degrés ; c'efl-à-dire i 
ne font jamais defcendus des fojides aux 
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furfaces , des furfaces aux lignes y Se des 
lignes aux points (*). 

Avant que la méthode des îndivîfibles 
eût paru, r^Uuftre Fermât en avoit donné 
une pour mener les tangentes des cour- 
bes , & pour trouver les maxima Se les 
minima. L'Ouvrage de ce Géomètre fut 
fuivi de la nouvelle Méijiode de Newtoa 
& de Leibnitz, je veux dire, de la Métho- 
de des Fluxions ou des Infiniment petits. 
Mais je ne puis me perfuader que tous 
ceux qui en ont fait ufage , ou qui Tonc 
enrichie s'en foient formé la même idée. 
En effet , en lifant les Livres modernes 
qui traitent du Calcul Différentiel ou du 
Calcul des Infiniment petits , on a bien 
de la peine à s*empêcher de perifer que 
leurs Auteurs défignent des quantités fi- 
nies fous le nom d'Infiniment petites^ 
quoiqu'ils aflûrent qu'elles font beaucoup 
plus petites que celles auxquelles ils les 
comparent , comme fi par exemple, on 
compare une goutte d'eau avec TOcéan, 
ou un grain de po u (lier e avec le globe 


^ ^ } Ceux qui voudront avoir quelques notions aléta« 
phyfîques fur la n:tturc des lignes, peuvent confulcer la- 
Di^ercation fut le fcms que nous avons- mife dans nocxe- 
Mécaphyfique, 
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tcrreftre. C'eft- là , fans doute , ce qui a 
jiorté plufieurs Savans k critiquer & à 
rejetter cette belle théorie. Mac - Laurin 
voulant ôter tout fujet de difpute , a entre- 
pris de démontrer les loix du Calcul Infi- 
nitéfimal félon la méthode des anciens 
Géomètres ;'mais fes démonftratîons , quoi- 
que rigoureufes & claires , fuppofenc 
beaucoup de patience dans le leâeur. Le 
célèbre Euler prétend que les . quat^tités 
difFérentielles ne font autre chofe que de 
purs riens , nous ne faurions être de Tavis 
de ce grand homme , pour les raifons. que 
nous avons données dans notre Calcul 
Différentiel ; nous ne pouvons non plus , 
adopter lopinion du grand Newton qui 
regarde les différentielles ou fluxions 
comme des quantités évanouiflantes ; par- 
ce que l'on ne peut confidérer une chofe 
dans fon paffage du néant à l'être, ou de 
l'exiftence à la non-exittence : mais il nou^ 
paroît , ainfi que nous Tàvons dit daias 
nos recherches Métaphyfîques fur la na^- 
tare du Calcul DifFérentiel , (recherches 
que nous avons inférées dans la première 
jfedion de la féconde partie de ce Cours.)., 
que les différentielles font des quanrtcâs 
qui font quek|ue chofe dans le calcuL& 
qui s'évanouiiTent ^ à la im da calcul. Tel 

as 
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eft , félon nous , Tartifice du Calcul Dif- 
férentiel , qui avoic échappé à bien des 
gens. 

A peine la nouvelle méthode fuc-ellc 
connue que les Géomètres travaillèrent à 
la perfeâionnen Les deux frères^ Jacques 
& Jean Bernoulli l'enrichirent des plus 
belles découvertes. Tout le monde fait 
que le Calcul Infini téfîmal a deux parties ^ 
le Calcul Différentiel & le Calcul Inté- 
gral , ou le Calcul des Fluxions & celui 
des Fluentes, Le premier paflc d'une équa- 
tion finie à une autre qui renferme des 
quantités infiniment petites ou inafligna- 
blés: comme il étoit bien plus facile que le 
fécond y on eut bientôt trouvé le moyen de 
différencier une quantité donnée dans tous 
les cas ; de*lk a réfulté la méthode direâe 
des tangentes y celles des maximis & mi«- 
nimis , &c; mais lorfqu'on a voulu reâi- 
fier les lignes courbes , quarrer les fur- 
faces y cuber les folides , on a eu befoin 
ào cette opération qu'on nomme intégra- 
tion y par le moyen de laquelle on paiTc 
d'une équation différ^entielie à Péquation 
finie qui l'avoit produite. Mais toutes les 
formules différentielles n'étant pas fuf- 
cepttbles d'une intégrale algébrique , on 
a eu recours auifi^ries par le moyen def« 
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quelles on trouve des intégrales expri- 
mées par un nonibre infini de termes. 
Brunker, Mercator & Jacques-Grégoire, 
avoient démontré depuis long-tems que 
Paire hyperbolique peut être exprimée 

f)ar une férié infinie. Après Newton & 
es autres Anglois de cette école , cette 
méthode efl devenue d'un grand ufage. 
Leibnitz , les deux frères Bernoulli , & 
le grand Euler en ont trouvé pjufieurs; 
mais pour retirer un certain avantage des 
feries , il faut les rendre auffi convergentes 
qu'il eft ploffible, 

La méthode d'intégrer les formules par 
les quadratures efl: bien plus élégante &c 
plus util.e ; mais les Géomètres prefcrîr 
vent avec raifon de s'abftenir des courbes 
plus élevées , lorfque les plu» iîmples fuf- 
fifent. Vers la fin du fîècle dernier , le 
fublime Ne^wton nous a donné un Traité 
des Quadratures, digne de et grand Géo- 
mètre. Cotes , Moivre ^ Simpfon , tra- 
vaillant fur la même matière , ont inté- 
gré beaucoup de forrnules par les angles 
& les logarithmes. On trouve aufli une table 
femblable & afTez étendue dans le Traité 
des Fluxions & Fluentes du favant Muller ; 
mais le flyle .concis dont il clt écrit , & 
les fautes d'impreiïion qui iè font gliffées 

a 4 
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dans rëditioD françoife j ne permettent 
pas d'efpérer qu'il puiffe être d'une grande 
utilité à nos jeunes Mathématiciens. 

Quoique nous devions beaucoup aux 
recherches des Géomètres Ânglois , on 
auroit tort de penfer que les autres na- 
tions n*ont rien fait pour perfeârionner Fe 
Calcul Intégral/Quiconque aura lu POu- 
vrage de Jacques BernouUi , les Œuvres 
de Jean BernouUi fon frère , en 4 vol. 
m-4^. ne pourra pas s^empêcher de con- 
venir que ces deux célèbres Géomètres 
ont rendu les plus grands fervices aux 

Mathématiques. 

Le Calcul Logarithmique & Exponen- 
tiel , dont Jean BernouUi avoir déjà donné 
les principales règles dans les Aâes de 
Leipfick année 1697 , a ouvert un vafte 
•champ aux recherches, des Mathémati- 
ciens, & a fourni la folution d'un grand 
nombre de problêmes très-difficiles. 

Lorfgu'il eft queftion de Tint^égration 
lî^une formule difFéremieUe , Télégancc 
paroh demander qu^on préfère la reâi- 
fication k la quadrature , puifqu*îl eft bien 
plus facile de mefurer Tare d'une courbe 
que fon aire. Jean BernouUi dans les Ac- 
tes de Leipfick année 1724 , a traité fa- 
vamment cette matière. Saladinî a trouvé 
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le moyen de fuppléer au théorème de 
Bernbulli, qui fouvenc Conduit k une for- 
mule imaginaire ; enfin le célèbre Euler 
a donné une Théorie très-favante fur la 
même matière : mais elle eft fi fublime 
qu'elle demande beaucoup de travail, fî 
l^on veut faire l'application des règles 
[énérales à des formules particulières. En- 
In le grand Géomètre d'Alembert qu'on 
peut comparer à peu de Savans , a ra- 
mené l'intégration d'un trè$-grand nom- 
bre de formules différentielles k la reâi- 
fication de l'ellipfe & de l'hyperbole , fé- 
parément ou enfemble ; il paroît avoir 
épuifé cette matière. Les frères BernoulH , 
M^nfredi, le Comtp Jacques Ricati, Da- 
niel & Nicolas Bernoulli , Vincent Ri- 
cati ont beaucoup travaillé fur l'intégra- 
tion des différentielles à plufieurs varia- 
bles : mais M. d'Alembert , dans les Mé- 
moires de l'Académie de Berlin , s'eft 
ouvert une route nouvelle pour la fépa- 
ration des indéterminées , Théorie fur 
laquelle le Gomte Ricati , Jean Bernoulli , 
&c. avoicnt déjà fait beaucoup de recher- 
ches. Il prend deux équations qui con- 
tiennent trois indéterminées , & multi- 
pliant Tune des deux par un coefficient 
indétertniné , il ajoute enfuite ces deux 
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équacÎQns , ayant foin de déteraiinçr le 
itiulcipiicaceur ^ de manière que Tinté- 
grarion puifle avoir lieu. Cette méthode 
des coëmcients indéterminés dont nous 
avons parlé afîez au long , peut s*appli- 
querà un plus grand nombre d'équations, 
en introduifant plufieurs coefficients in- 
déterminés. Mais malgré les travaux de 
tant de grands hommes , il y a encore 
beaucoup d'équations différentielles du 

f)remier ordre dont on ne peut ni féparer 
es indéterminées , ni trouver l'intégrale 
algébrique , ou exprimée par des arcs de 
cercle ou par des logarithmes. Il feroit 
donc fouvent utile de conftruire géomé- 
triquement les différentielles qui font dans 
ce cas j c'eft ce qui m\ déterminé à parler 
d'une méthode de conftjrudiori qui me 
paroît facile à mettre cft pratique. 

Mais les difficultés font bien plus gran-* 
des , Jorfqu'on paffe aux différentielles du 
fécond degré ou de degrés fupérieurs. H 
eft vrai que JeamBernoulli , Taylor , le 
Comte Ricati , Vincent Ric^ti , Le^cell , 
Claîrant, Fontaine, les P.P. le Seur & 
Jacquier , le Marquis de Condorcet , la 
Grange , Euler , d'Alembert , &c. ont 
beaucoup travaillé fur ces matières ; ce- 
pendant, malgré les efforts de tfint de fa^ 
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ineux Géomètres ^ il nous manque , & il 
^nous manquera ^ fans doute , long-tems 
& même toujours ^ une méthode géné- 
rale & praticable pour intégrer les é<jua* 
tions des degrés fupérieurs. Meflîeurs 
Clairaut, Fontaine , le Marquis de Con- 
dorcet , d*Alemberc & Euler ont cherché 
k déterminer les conditions que doit avoir 
une équation différentielle pour être fuf- 
ceptibie d'intégration. M. le Marqiris de 
Condorcet a fait connoître dans quels cas 
une équation différentielle d'un ordre don- 
né étoit fufceptible d*uue , de deux , de 
trois, &c. intégrations. 

Prefque dès l'origine du Calcul Diffé- 
rentiel , les Géomètres s'étoienc occupé 
du fameux problême des trajeâioires or- 
thogonales qui coupent une famille de 
courbes à angles droits. Après les travaux 
de Jean Bernoulli & de plufieurs autres , 
le fameux Euler a jugé la matière encore 
digne de lui , & il nous a donné des chofes 
très-curieufes fur cette théorie. Le pro- 
blême des ifoperimètres avoit aufli occupé 
les deux Bernoulli , Jean & Jacques ; 
mais , M. Euler . dans fon excellent Ou- 
vrage , intitulé , Mcthodus invcnicndi cup- 
vas maximi minimi-ve proprictau gaudcn- 
Ms y a traité cette matière avec beaucoup 
d'élégance & de clarté. 
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Cependant il paroît que le nouveau Cal- 
cul des Variations que le fubtil M. de 1% 
Grange nous a donné dans le fécond vo- 
lume des Mémoires de Turin , & que M. 
Éuler a traité auffi dans le troifieme vo- 
lume de fon Calcul Intégral , peut four- 
nir des méthodes plus parfaites pour la 
folution de ce beau problême. 

Jufqu'ici j*ai parlé des découvertes & 
des inventeurs , parcourons rapidement 
les coUeélions , c'eft-à-dire , les Ouvrages 
dans lefquels on a raffemblé les vérités 
difperfées dans J,e$ Mémoires des Acadé- 
mies & dans d'autres livres. Les princi- 
paux Ouvrages de . ce genre , font TAna- 
Jyfe démontrée de-Regneau, le Cours de 
Mathématiques de Wolff , les Inftitutions 
de Marie Agnefi, TAnalyfe des Infiniment 
petits du Marquis de THôpical connue de 
tout le monde ; la Méthode de trouver la 
mefure des furfaces & des folides de M. 
Carré qui a paru en 1700, mais ce Livre 
m'efl: pas exempt d'erreur; la Méthode de 
Manfredi , de conftruire les équations dif- 
férentielles du premier degré année 1707. 
Nous devons auffi dire ^quelque chofe de 
la Méthode dirccic & invtrft des incréments 
du célèbre Taylor , Ouvrage dans lequel 
on defireroit un ftyle moins concis de 
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plus de clarté. I/C Calcul incégral de Stone 
imprimé à Paris année 1736 , dont Ber-^ 
noulli a fait voir les erreurs & les bévues^ 
La Méthode des Fluxions & des Séries 
infinies du Chevalier Newton , imprimée 
pour la première fois en 1736, & qui a été 
imprimée en François en 1740 méritent 
Tattention dçs Savants. I^es Leçons de Jean 
Bernoulli fur le Calcul Intégral qui ont 
paru eh 174X dans le tome trois de (es 
Œuvres 9 le Traité des Fluxions de Mac- • 
Lauriii que ce Géomètre a compofé pour 
répondre à un Ouvrage. imprimé en An- 
gleterre en 1754 , Maris .lequel l'Auteur 
avoit entrepris de renverfer la. Géométrie 
& les noûvellçç Méthodes,; le Calcul In- 
tégral de M. de, ]^ou gain ville en deux voL 
i/z-4? , dans lequel on trouve un grand 
nombre de découvertes dues à M. d'Alem- 
bert. Il feroit k fouhaiter que cet Ouvrage 
eût été rendu plus clair par les applicar 
tions à la Géométrie & par les exemples. 
Le fécond tonae des Inftitutions Analy- 
tiques par Ricati & Saladini en 769 pages 
in-foL j dan# lequel on trouve la méthode 
àc différencier & d'intégrer les formules 
à une & à pljufîeurs variables , la méthode 
d'intégrer par les fériés , par la quadrature 
ôc la reâificâtion des courbes , le calcul ' 
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logarithmique & exponentiel , Tintégra- 
tîon des fraâions racionelles , Tintégration 
dès formules qui renferment des finus ou 
des cofinus , la méthode direâe & inverfe 
des tangentes, celle des maximis & des 
minimis , la méthode de fé parer les indé^ 
terminées dans les équations différentiel-. 
les , différentes méthodes pour intégrer 
les équations différentielles des ordres fu-^ 
périeurs , les méthodes pour trouver les 
rayons ofculateurs & les développées , la 
théorie des; trajèâoires, les méthodes pour 
trouver les courbes fufceptibles du maxi-^ 
itmm & du minimum y' &c pluiieurs autres 
€hofes , dont il fcroit trop long de faire 
rénumération. Mais il feroit à fbuhai- 
ter que cet Ouvrage latin dont nous 
avons beaucoup profité , fût écrit avec 
plus de méthode & de clarté. Le Calcul 
Intégral des PP. le Seur & Jacquier , en 
deux volumes r/2-4^. , le premier de 548 

Ïages , le fécond dé 591 pages , imprimé à 
^arme en 1768 , mérite aufiî Tattention 
des Géomètres ; on y trouve de fort bel- 
les méthodes pour intégrer tes équations 
& les formules différentielles, à une & 
k plufîcurs variables , avec un traité des 
variations , mais les applications à la Géo- 
* métrie s'y font defîrer : cependant cet 
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Ouvrage nous a été de la plus grande uti- 
lité & nous Tavons même copié en quel- 


ï 


ques endroits 

Il nous refte à parler des Ouvrages du 
favant Euler dont nous avouons avec re- 
connoîflance avoir beaucoup profité, quoi- 

Iue nous nous foyons quelquefois écartés 
e fes idées que nous n'avons pas crû 
{>ouvoir adopter dans tous les cas. Son 
ivre, intitulé : Injïimtioncs calculi diffc^ 
rentialis cùm ejus ujù in analyji infinitorum 
ne do3rmâ Jèrierum , imprimé à Berlin an- 
née 17^5 , contient dans S80 pages i/z-4*=^. 
la méthode de différencier une quantité 
. <]ùelconque , la théorie dçs maximis & 
minimisy l'application du Calcul Différen- 
tiel aux fériés & aux équations , &c« Le 
Calcul Intégral du même Auteur en 3 
vol. rA-4^. imprimé à Petersbourg & dont 
le dernier volume a paru en 1770 , traite 
fort au long des méthodes d'intégrer les 
équations différentielles k une & à plufieurs 
variables , & du Calcul des Variations ; 
mais cet Ouvrage latin ne renfermant pas 
le» applications à la Géométrie , ne peut 
non plus que fon Calcul Différentiel , être 
utile qu'à ceux qui font déjà initiés dans 
les nouvelles méthodes. A cts livres nous; 
devons joindre les Ouvrages de Segner & 
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d'Hennerc , quelques Mét\ioires 4e diffé- 
rences Académies & les Opufcules da 
grand d'Alemberc. Tels fout les principaux 
Géomètres donc on trouvera les métho- 
des dans rOuvrage eue nous donnons au- 
1*ourd*hui au public. Il y a encore quelques 
Livres élémentaires qui traitent du Calcul 
Infinitéfimal , tels que M. TAbbé Dei- 
dier, Bezout, Simpfon dont je ne parle; 
pas > parce qu'ils font afTez connus. 

Nous allons maintenant donner une idée 
des objets que nous avons traités ^ & de 
la méthode que nous avons fuivie dans la 
féconde partie de ce Cours de Mathéma- 
tiques. Nous l'avons divifée en quatre fec- 
rions ; la première contient les principes 
généraux du Calcul Différentiel & du Cal- 
cul Intégral avec les applications de ce 
premier Calcul; la féconde renfernle les 
applications du Calcul Intégral à la Géo- 
métrie ; la rroifîeme traite de Tincégration 
des formules & des équations diiFéren- 
tielles , & du Calcul des Variations ; la qua- 
trième enfin renferme Inapplication de xa- 
nalyfe à de beaux problêmes Phyfico-Ma- 
thématiques. Dans la première feâion^ 
après avoir développé le plus clairement 
qu'il m'a été poflîble les principes géné- 
raux du Calcul Différentiel & du Calcul 

I Intégral 
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Intégral qui en eft Tinverfe ( * ) , après^ 
avoir traité des différences des ordres Tu- 
pêrieurs & de leur intégration, j« fais des 
applications aux fous-tangentes des cour- 
bes , j'apprends à différencier & à intégrer 
les quantités logarithmiques <Ôc exponen- 
tielles, & celles qui renferment des fînus , 
des cofînus , tangentes , cotangentés , fê- 
lantes & cbfécantes. Je paflè enfuite aux 
tangentes , fous-normales & normales , à 
la méthode de déterminer langle de la 
courbe avec une ligne parallèle aux abcif- 
les ou aux ordonnées. Je parle aufli des 
afymptQtes des eourbes, tant de celles 
dont les ordonnées font parallèles que de 
<:elles dont les ordonnées partent d'un point 
qu'on nomme foyer. 

Je traite ènfuite delà fraâion | & des tan- 
gentes qni en dépendent , de là méthode des 
maximis & des minïmis qj^e j'ai développée 
avec le plus grand foin , à cai|^ de fon uti- 
lité dans les Sciences Phyfico-Math^ma- 

( * ) Ccft la raifon pour laquelle j'ai d*âT>6rd mené , pour 
oinfi dire ^ ces detix taiculs de froùc ^ Qs^écaTtanc ea cela 
ée la méciiode ordinaire* Les règles 411 calcul intégral écanc 
une fuite de celles du calcul différentiel , je penfe que les 
commençants auront plus de facilité à faifîr les règles du cal-» 
cul intégral , en les leur préfcûtant auflî-tôt après celles du 
calcul différentiel , que fi Ton Vouloir les y ramener daos 
la fuite après les applications de ce d^raitr. 

Tonu IJI. bt 
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tiques ; j*en ai fait d'abord rapplic'ation à 
la Géométrie, faifant remarquer en même- 
teras qu'il y a des occafions dans' lefquel les 
on peut facilement trouver le maximum 
ou te minimum fans le fecours du Calcul 
Différentiel , comme je H'ai fait voir en 
démontrant que le cercle eft la plus gran- 
de des figures ifo périmètres. Venant en- 
fuice aux fondions algébriques ,j apprends 
à trouver les cas dans lefquels elles de- 
viennent un maximum ou un minimum^* 
qutl que foit le nombre des variables ; j*aï 
éclairci cette théorie par plufieurs exem- 
ples i j'en a4 même fait l'application à une 
fonâion afltz compliquée de trois varia- 
bles, ce que je ne Tache pas avoir été faîc 
encore Je n'ai pas oublié non plus de 
parler des maximis & des minimts de diffé^ 
rentes efpeces qu il ne faut pas confondre 
les uns avec les sfetres , théorie dont je ne 
crois pas qu'on ait encore fait mention 
dans aucun ouvrage François. Après avoir 
parlé des maximis & des minimis , je viens 
aux rayons ofculateurs & aux développées, 
foit que les ordonnées partent d*un point ou 
qu'elles foient parallèles : je traite enfuite 
la théorie des cauftiques par réflexion & par 
réfradion , celle des points d^inflexion &' 
de rebrouiTement foie de 1» première^ foit 


k-^ 


PRÉLIMINAIRE, xix 


rfMMiriMtaavaHw^MMMMM^iWiMMivWiiMi^ 


3' 


de la féconde efpèce ; je démontre que 
dans les points - (înguliexs les courbures 
des courbes ne font pas circulaires ou ^ ce 
qui revient au même , que, lorfquon 
trouve le rayon ofculateur égal à zéro ou 
infini , la valeur de rabfciflè & de Tor* 
donnée étant ^uppofée finie, il ii*y a aucun 
cercle ni infinim^t grand ni infiniment 
petit , qui ait la meHîS" courbure que la 
courbe ati point dont, nous parlons, ce 
ui eft contiaire^à la doélrine commune 
es Géomètres. Je viens enfuite aux appli- 
cations du Calcul Différentiel à TAlgebre; 
& je fais voir que la formule du Binôme 
de Newton que j'avois déjà donnée dans 
mon Algèbre , en fuppofent que lexpo- 
fant eft nn nombre entier ou fraftionnaire 
pofitif ou négatif , a encore lieu lorfque 
cet expofant eft un nombre fourd ou ir- 
rationel tel que V" 5 , par exemple ; j'ap- 
prends à trouver les limites des équations 
& leurs racines approchées, quand on ne 
peut les avoir exaâement : je fais voir que 
lotfque toutes les racines d'une équation 
font réelles , il y a toujours autant de ra- 
cines pofitives qu'il y a de changemens 
de fîgnes & autant de racines négatives ^ 
qu'il y a de* répétitions du même figne 
d'un terme k E^autre. Je n'oublie pas de 
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parler des moyens de connoître fî une 
équation a des racines imaginaires, & je 
développe une méthode par le moyen de 
laquelle , étant donnée une équation qui 
contient des racines multiples y on peut 
trouver d'autres équations plus firaples 
dont Tune renferme celles qui fonc con- 
tenues une fois dans la propofée , l'autre 
celles qui font contenues deux fois feule- 
ment , Pautre celles qui font contenues 
trois fois feulement , &• ainfi de fuite. Je 
viens enfuite aux ufages du Calcul DifFé-» 
rentiel dans les fériés , j'enfcigne à élever 
une férié à une puiiTance quelconque , 
à multiplier une iérie par une autre y a 
réduire une fradion en Iérie, &c. 

Comme il eft très-important de donner 
aux Commençants des notions claires fur 
la nature du Calcul Différentiel , je dé- 
veloppe mes recherches métaphyfîques fur 
la nature des différera cielles , & je fais voir 
que les démoxiftrations du Calcul Diffé- 
rentiel font rigoureulès; de manière qu'on 
ne néglige aucune quantité , grande bu 
petite : enfin je termine cette première fec- 
tion par le Calcul des différences finies^ 
, (qui n^eft autre chofe qu'un Calcul Diffé- 
rehcîel dans lequel les différentielles de- 
viennent des grandeurs finies) dont je fais 
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voir Tufage dans la doftrine des fériés. Tel 
eft le troifieme volume de ce Cours de 
Mathématiques. 

Dans le quatrième , après avoir rappelle 
quelques principes de Calcul Intégral donc 
j'avois déjà parlé dans la première ieâion , 
'enfeigne à quarrer les courbes , tant cel- 
és donc les ordonnées font parallèles que 
celles dont les points font rapportés à un 
foyer. La quadrature des fpirales» demande 
des attentions fans ii^fquelles il eft facile 
de fe tromper ; car fi la fpirale d'Archi- 
mede, par exemple , contient deux fpires, 
l'intégrale qu*on trouve renferme la. furface 
de la première fpire , plus celle de laièconde, 
tandis qu'on luppole communément que 
cette intégrale ne renferme alors que la fur- 
face comprife entre le foyer & la féconde 
fpire. Après avoir traité des quadratures, 
îé viens aux reôifications des courbes ,-& 
]e donne une formule qui contient toutes 
les paraboles redifiables ; eUe ne s'accor- 
de pas avec celle d'un Géomètre moderne 
dont les Ouvrages font entre les mains 
âe tout le momde y ce qui vient de ce que c& 
Mathématicien! en changeant le figne de 
Texpofantde la variable fous le figne radical*, 
lui a donné hors de ce radical un expofanc 
qu'elle ne doit |>oint avpir , & cette mé- 
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prîfe ra conduit à une formule fauiTe* 

Après avoir parlé de la redification des 
courbes, Tordre demande qu'on traite de 
la cubatiire des folides & de leur furface ; 
c eft ce que j'ai fait avec toute la. clarté 
qui m'a été poiîible. Venant enfuite à la 
théorie du centre de gravité des folides, 
je l'ai développée, avec d'autant plus de 
plaifir qu'elle eft d'un grand ufage dans 
la mécbanique. Je n'ai pas oublié de par^^ 
1er de la fameufe rqgle de Guldin & de 
fon ufage dans le Calcul Intégral. FafTans 
auffi-tôt après à la méthode inverfe des tan- 
gentes , j'ai réfolu un grand nombre de 
beaux problênfbs , afin aen faire fentirles 
avantages , & de mettre les Commença as en 
état d'en faire l'application dans les difFé«» 
rens cas. 

Dans la première partie de ce Cours , 
j'avois déjà donné quelques notions fur la 
théorie des courbes à double courbure; 
reprenant cette matière , je fais l'applica* 
tion du Calcul Différentiel & Intégral à 
ces courbes , en fuivant la route que le 
célèbre Clairaut nous a tracée dans fes 
recherches fur ces fortes de lignes. J*en- 
feigne donc à trouver leurs fous-tangentes 
& leurs fous-normales , à bs reâifîer , &c. 
telle efi: la féconde feâioç ^e^ la fécond^ 
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partie de ce Cours de Mathématiques. 
*La troifieme fedion eft fi vafte que j*aî 
crû devoir la divifer en deux parties : dans* 
ja pf ornière je parle d'abord de la manière 
d'ijatçgrer les formules rationnelles & je 
/aïs voir par plufieurs exemples , qu'on 
peut fouvent intégrer à^s formules irra^ 
tionnellç^ , en les rendant rationnelles. 
X'atialyfe deDiophante que )'ai traitée aiTux 
au long dans l'Algèbre, eft très- utile dans 
ces fortes de recherches. ^ 

Je parle enfuite des formules qu'on peut 
intégrer par les fériés, par les quadraturei 
ou les reâîfications des courbes : de la ma- 
lîierè de rarhenelr les différentielles à des 
formules plus fitriples , & de celles qu'on in- 
tègre par le cercle. Je fais voir que toutei 
les rrnagrnaires fe réduifent k* la forme M' 
•+-^N\/( — I ) (*), je n'oublie pas de parler 
de ^intégration des formules logarithmi- 
qufcsf , de celles qui renferment des finus & 
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(*) Segner a démontré depuis !ong*tems qae toutes les 
imaginaires qu'on peut letieoncrer dans la réfolution des 
éqaaiîoiBS algébricfoes peuvent fe réduire à une forme fenr- 
:blalyîe» Mais nous falGuit v^ir queteiquai!ititésinêikie donc 
leî €Xf$Ut%K%CoÂi inva^ciaires , peuvent 8*^ezpi:inier par ht 
ftnnak* donc oti' vient de pafter. 
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des cofinus, foit circulaires foit hyperbo- 
liques, des fraâions rationiH^lles^ des dif- 
■férencielles donc Tintégrâle dépetid de la 
rcâificacion de rellypfe ou de rhypérbolc, 
iepa *émenc ou enlembte. Je pane eftfuite 
à rinrégraciaw des formules difFérentielles 
de tous les ordres, terfqu^elles ne contient 
nenc qu'une variable , ou du moîtns , lorf^ 
que.de deux difFérenttelteV Tune' «ft cons- 
tance > & à'celles qui renferment deç fignes 
d'intégration. Venant auflTi-tôt après aux 
diiFérenti€;Ilcs à pluf^eurs variables, j^e dohne 
diiFércntf s méthodes pour les intégrer. Je 
d^velpppe les méthodes de M. Newton 
d'intégrer par les fériés , cejlçs de IVJ- FïQRr 
taine, & je donne les équations di? coor 
xlition nécelTaires pour qu'une formule ou 
•une équation différentielle foit fufceptible 
.d'une y de deux y &ç. intégrations dans 
J'étatoù elle eft. Après avoir parlé fort au 
Jpog de^, n^eilJeures méthodes d'^intégrej 
les équations différentielles de tous les 
ordres ; fou à une , Toit *S plufieurs varîa^ 
blés, j'enfeigne dans la féconde partie de 
la même feâion k ramener l'intégration 
des équations différentielles du premier 
ordre & à trois variabks à celle d'une 
équation à deux varia Wes^ à trouver les 
fondions de deux ou de pluiieurs variablâ& 
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par la relation des difFéreutielles d'un or- 
dre quelconque ; je reprends enfuite la re- 
cherche des faâeurs qui peuvent rendre 
les équations intégrables : je «donne une 
méthode par le moyen de laquelle on peut 
fouvent trouver Tintégrale complette & 
finie d'une équation différentielle d'un 
ordre quelconque par une feule intégra- 
tion. Je parle après cela du fameux pro- 
:blême des trajeâpires orthogonales & des 
^ifages du Calcul Intégral pour trouver la 
•nature des courbes par quelque propriété 
donnée. Enfin je termine cette fedion par 
le beau calcul des variations & fes appli'^ 
nations à la Géométrie & à la Méchani- 
l^ue- 

Dans la quatrième •feâion je fais voir 
Tufage de Tanalyfe finie ^ du Calcul Diffé- 
rentiel & du Calcul Intégral', pour la fo- 
lution des problêmes Phjrfîco-Mathéma- 
'tiques. Je Içs ai choifis capables de donner 
'a\ix Commençans le defîr d'approfondir 
• la fcience qui nous a procuré de fi belles 
^îïnôiflances. Gomme je ne donne pas 
-ici un traité de méchanique, j^ai placé les 
•problêmes qui regardent tette partie des 
'Mà'ihféma tiques pl-efque dans Tordre qu'ils 
tfè font préfènt^ à mon efprît, ayant fup^ 
^fjé-que tttës léâtur^ étoîent au moiirt 
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înliruits des p/emiers élémtns dé mé- 
chanique. 

Il feroîc trop long de faire le décail dis 
tout ce que cette feâion contient y je me 
contenterai de parler en peu de mots de 
ce qui s'y trouve de plusintéreffant J'y traite 
des loix du mouvement àts corps élat 
tiques & non élafiiques , déduites du fa* 
meux principe de la moindre aSion. Le mê- 
me principe étant appliqué au mouvement 
de la lumière fait voir que Tangle de ré-^ 
flexion eft toujours égal à celui d'incident 
ce 9 & que les finus des angles de réfrac-^ 
tïon & d'incidence font toujours en raii* 
fon confiante. Etant donné Sangle d'élé- 
vation d'un mortier avec la force de l2 
jpoudre > je détermine la plus grande hau- 
teur k laquelle une bombe puifle parvenir, 
n'ayant pas égard à la réfjftance de lair ; 
j'apprends à trouver l'angle que doivent 
faire les portes d'une éclufe pour qu'elle 
réfifte le plus qu'il eft podible à laâion 
de l!eau ; j'enfeigne à conftruire une an- 
cre de manière qu'elle s'^qfonce daos le 
fond de la mer le plus qu'il eft poffiblc* 
Je parle affez au long du ççptfe de per- 
cuflîon & d'ofeillatîon , théorie fur la4|uçilè 
plufîeufs Auteurs fe font troippés. Je traitç 
0^uili du mouvement de relation & de pro^ 
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}eâion , & à cette occafion je détermine 
à quelle diftance du centre de la Terre a 
àvL pafler Timpulfion primitive, pour qu'il 
en ait réfulté le rapport du mouvement 
diurne & annuel qui a lieu dans la 
nature. Je parb du moment d'inertie , 
des effets de Tattraftion , du tems qu'un 
corps fitué à la diftance de là Lune met- 
éroit à tomber fur la Terre, de la cour- 
bure des cordes, de la ligne de la plus vîic 
defcente , de celle le long de laquelle un 
corps s'âpprocheroit également de Thori- 
fon en tems égaux , 'de la figure de la Ter- 
re > du mouvement à^s pilons dans les 
moulins à poudre , des effets des machi- 
nés , du frottement , des corps qui fe meu- 
vent*dans les fluides ; du folide de la moin- 
dre réfifta.nce , de l'ââion & du mouve- 
ment des fluides , des mouvemens qui 
dépendent d'une caufe accélératrice , des 
cordes vibrantes, des pompes afpirantes, 
& de plufieurs autres chofes dont le dé- 
tail nous meneroit trop loin. En un mpt 
on trouvera dans cetce feâion des cho- 
fes très-intéreffantes fur les effets des ma- 
chines , foit accélérantes foit uniformes, 
fur les moulins, la manœuvre des vaif- 
féaux, &c. rhydrpftaiique& rhydratilique. 
Ayant parcouru \qs règherches fur les mo- 
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dificacions de racmofphère du favanc M. 
de Luc C*') , j'ai crû faire plaifir à mes 
Leâeurs , en développant en peu de mots, 
la méthode de ce grand Phyficien pour 
mefurer la hauteur des lieux par le baro- 
mètre. J'ai dit auffi quelque chofe de la 
JVIufique , & de l'Optique : enfin en faveur 
de ceux qui aiment la Phyfique , je me fuis 
affez étendu fur les forces phyfiqufes qui font 
mouvoir les corps ; j'ai développé la théo- 
rie du flux & reflux de la mer ; celle des 
tubes capillaires , aue le célèbre M. de 
Lalande a traitée fort au long & d'une 
manière très-ingénieufe dans un favant 
Mémoire qui a paru en 1770. De tous les 
Phyficiens attraétionnaires c*eft celui qui 
explique le plus clairement les effets de 
l'attraâion dans le tube capillaire. 

Mais qu'on ne s'y trompe pas ; les folu- 
tionsdesproblêmesPhyfico-^athématiques 
font (bu vent appuyées fur des hypothèfes 
précaires qui n'ont pas lieu daps la nature. 
Celui qui voudra déterminer , par exem- 
ple , la courbe que fuit un corps lancé 
en Fair , fera obligé de fuppofer que la 
réfiftance de ce fluide fuit une certaine 


• ( * ) Cet excellent Ouvrage en x Tolumes i/1-4^. a été 
imprimé à Genève en I77*« ,. - 
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loi. Mais par quel moyen s'affurera-t-il de 
Texiftence de cette loi ? par ^expérience, 
direz- vous ; fort bien : mais malgré ta'nc 
d'expériences , nous n'avons encore rien 
de certain fur cette matière. D'autre côté 
lexpérience pourra peut-être lui faire 
connoître cette loi dans le *cas où le mo- 
bile n'aura qu'une vîtefl'e médiocre ; mais 
' fi le fluide ne peut fuivre le mobile & oc- 
cuper auflî-tôt l'elpace que celui-ci aban- 
donne , la réfiftance ne fera-t-elle pas dif- 
férente?* ce font les raifons pour lefjauelles 
^e n'ai rapporté aucune des folutions que 
diiFérens Géomètres ont données de ce fa- 
meux problême ; car il n'y en a aucune que 
je voululTe garantir. Spuvent un Auteur s'i- 
magine avoir prouvé que la folution d'un 
problême eft jufte parce qu'elle s'accorde 
avec inexpérience ; cependant il peut fe 
faire que les erreurs fe compenfent & 
-qu'on arrive à la virité par une méthode 
faufTç. ^ 

II y en a d'autres qui font des fuppo- 
iitions de calcul , en regardant, par exem- 
ple , comme nulles des quantités qui les 
-erabarraiTent. McfBeurs Clairaut & iVlaier 
qui fe font fait tous les deux un nom 
immortel par leurs Tables Lunaires, ont 
employé ( ainfi que Ta très-bien reinar- 
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3ué M. Euler dans fa nouvelle Théorie 
e là Lune ) des équations qu'ils ont , 
pour ainfi dire , trouvées en devinant 
& déduites de robfervacion , au lieu 
u'il falloir les déduire de la théorie 
e la Lune. IJ'autres établiflent de beaux 
calculs fur des principes fans folidité , 
femblables à un Architeâe ridicule qui 
éleveroit un fuperbe palais fur des fon- 
detnens fans confiftaflce; En Hfanc les 
Ouvrages des Mathématiciens modernes, 
on s'î^ perçoit qu'il y en a plulîeurs qui 
manquent de Phyfique , de Logique & fur* 
tout de Métaphyfique , & que c*cft prin- 
cipalement par le défaut de cette dernière 
fcience que des genc , habiles d'ailleurs , 
nous ont donné tant de chimères comme 
des vérités démontrées. On ne peut donc 
trop exhorter \ts jeunes Géomètres , ceux 
du moins qui fe propofent de faire cer- 
tains progrès , & qui veulent approfondir 
les Mathématiques , k s'attacher à la Lo- 
gique , à la Phyfique , & furtout à la Mé- 
taphyfique. Mais qu*on y .prenne bien 
garde , quand j'exhorte les jeunes gens à 
méditer les vérités métaphyfi^ues , je n'en^ 
tends pas parler dç ces chimères fublimes , 
de ces êtres fans confiltance & fans réa- 
lité , de ces quiddités , entités & autres 
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rêveries ridicules fur lefquelles les aAciens 
fcholaftiques difputoienc à perce de vue, 
dans un jargon ablurde & çrefque inintel- 
ligible : la vraie métaphyhque recherche 
la nature des êtres, (bit matériels (bit fpi- 
ritucls, celle de Telpaçe & du tems. Notre 
Méraphyfique renferme deux Difl'erta- 
tions, Tune fur le tems, Tautre fur TeC- 
pace , dans lefquelles on trouve des idées 
nouvelles fur ces matières fublimes , qui 
font, (i Toft peut parler ainfi , des maté- 
riaux dont les Géomètres font fi fouvenc 
ufage dans les fciences Phyfico - Mathé- 
matiques , niais dont ils n'ont la plupart 
que des notions tien fuperficielles & fou- 
vent faufles. La vraie Métaphyfique ap- 
prend à approfondir les principes & à les 
réduire àtleur jutte valeur. Un Géomètre 
Métaphyficien ne dira pas que la ligne eft 
compofée de points , la furface de lignes 
& le folidç de furfaces. Un Mathémati- 
cien qui n'aura lu que des livres de géo- 
métrie , pourra tomber dans cette erreur 
grollîere , comme l'expérience l'a déjà 
appris. 

Je fouhaiteroîs que les jeunes gens qui 
liront ce Cours de Mathématiques , euflenc 
déjà parcouru notre Logique & notre Mé* 
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taphyiîque (*) , ( je ne parle pas de la Phyfi- 
lue que je me propofe de publier bientôt), 
ts pourroient peut-être alors retirer plus 
de profit de. l'étude d'un ouvrage que j'ai 
fait dans la vue d'être utile à mes Con- 
citoyens. C'eft ce noble motif qui m'a 
foutenu dans une fi longue & fi pénible 
carrière , qui m'a fait furmonter tant 
d'obflacles , parcourir tant de livres & 
entreprendre de longs travaux pour met- 
tre k la portée des génies mêm^ ordinaires 
tout ce que les Mathématiques ont de plus 
fublime & de plus élevé. 

Je ne demande pas que le Leâeur foit 
înftruitdes élémens de Gédmétrie& d'Arith- 
métique j comme doit Têtre un homme qui 
voudroit étudier leslnftitutions Analytiques 
de Ricati & de Saladini \ je ne renvoyé ja- 
mais aux livres àts autres , comme certains 
Auteurs qui fe mettent peu en peine fi celui 
qui les lit, peut ou ne peut pas fe procurer 
les ouvrages dans lefquels fe trouvent les 


( * ) Le defîr d'apprendre & de fe faire un nom fait 
quelquefois faire aux commençants des efforts d'étude nui- 
fîbles à leur fautes la Icdure du chapitre des maladie5de5 
Gens de Lettres qu'ils trouveront dans notre Métaphyilque ^ 
eft très - propre à leur donner de la modération ' & de la 
prudence. 

démonftrations 
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démonftrations qu'ils n'ont pas jugé à pro- 
pos de ragpocer (*)• . 

La plupart des traités de Calcul DifFé* 
rentiel &u Intégral que nous connoifïbns , 
font trop élémentaires & peu propres à 
faire connoitre ce qu'il y a de plus difficile 
en cette matière; quelques-uns font pro- 
fonds & renferment de fort belles décou- 
vertes en ce genre ^ mais leurs illuftrts 
Auteurs , occupés de la gloire de l'inven- 
tion, fe font mis peu en peine de i'avan* 
tage de ceux qui afpirent à les compren- 
dre. Nous avouons avec reconnoiflance 
avoir profité de ce qu'ont écrit fur cette 
matière les Mathématiciens les plus fa- 
meux ; nou€ ne pouvons cependant pas 
nous diffimuler que plufîeurs chofes nous 
appartiennerv en propre. D'ailleurs nous 
nous fommes prefque toujours écartés de 
la méthode de démontrer des Inventeurs, 
tâchant de fuivre nos principes & d'y ra- 
mener ce qui avoit été découvert par les 
autres. C'eft pour cela, comme auui pour 
éviter les altercations , que nous n'avons 


{^) Mes Infiitutions Mathématiques ( qu'on trouve à Paris ^ 
chez Valadf ^ Libraire, rue Saint- Jacques) , & ma Mita» 
fhyfique ^ fom les feuls Livres auxquels j*ai quelquefois 
renvoyé le Leâeur* 

Tome IIL c 
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pas toujours cité les Auteurs des décou*^ 
vertes ^ qui font fouuent très douteux* Nouf 
avons cru encore devoir yarier les métho- 
des pour plus grande facilité ^ parce qu'il 
eft difficile d'en alfigner une qui foit gé* 
iiéraiement la plus commode. Au reftc » 
comme nous recherchons uniquement 
Tutilicé des Commençans , nous laifTons à 
chacun la liberté de revendiquer ce qu'il 
croira lui appartenir ; ne difputanc pas 
même les choies fur lefquelles nous fom* 
mes furs d'avoir une propriété exclufivey 
& cédant à quiconque voudra tout ce qu'il 
jugera à propos de répéter; pourvu qu'on 
nous accorde la gloire d'avoir été utiles. 
Un confeil bien important que Ton peut 
donner à ceux qui étudient les Mathéma- 
tiques , c'eft de lire peu & de^penfer beau^ 
coup , d'eflayer fouvent leurs forces en 
cherchant eux-mêmes les démonftrations , 
en tâchant de développer les chofcs qu'ils 
ont lues , & d'en faire des applications ; 
c'eft ainfi qu'on peut acquérir la- facilité 
de découvrir & l'efprit d'invention. Les 
détails dans lefquels je, fuis entré quelque-: 
fois , font pour ceux qui n'ont pas le tems 
néceflaire pour fuivre la méthode dont je 
viens de parler. 

A l'égard de l'utilité des Mathémati- 
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qoes» je ne crois pas qu^un homme ua' 
eu innruic & exempc de préjugés puifle 
a révoquer en doute. Mais cette étude 
a encore un avantage auquel on ne faic. 
pas aâèz d'accention : les merveilles qu'on 
découvre en étudiant 'ctnc fcience ^ cap* * 
tivent Tamc , l'occupent d'une manière 
délicieufe & exempte /de danger; elles 
élèvent refprit , procurent une latrsftâioa 
douce , qui dégoûte des paflions grodieres ; 
elles éloignent les dèfirs frivoles ^ procu-* 
rent des plaifirs qui renaîffent fans cefle, 
Pythagore ne recQvoit point. de difciples 
qui n enflent étudié les Mathématiques; 
on lifoit fur fa porte: nul ici qui ne /bit 
Géomètre ; tant il étoit perfuadé que les 
Mathématiques contribuent puifTammenc 
au développement de Tefprit & de la rai- 
fon; & Ton peut dire qu'elles font, pour 
ainfi dire , le fondement de la Phyfiquê, 
dans laquelle on ne fera jamais de grands 
progrès fans le fecours de cette fcience. 

Si nous pouvons mefurer la diftance du 
Soleil à la Terre , k, la Lune , à Jupiter, 
Mars'& Saturne , calculer les mouvemens 
des Planètes & des Comètes , & prédire . 
les éclipfes du Soleil & de la Lune ; il nos 
Navigateurs font aujourd'hui avec tant de 
facilité le voyage des Indes Orientales ôc 
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Occidentales ; fi nous pouvons nous procu- 
rer fi facilement les produdîons & les ri- 
cheffes de TAfi-iaue , de TAfie & de l'Ame- 
.rique: fi nous lavons mieux attaquer & 
mieux fortifier les places que les anciens ; fi 
nos batailles font plus favantes ^ mais moins 
meurtrières que celles des Romains & des * 
Grecs ; fi nous pouvons calculer & régler 
les tftoilvemens & les. évolutions des ar- 
mées avép tant de juftefie , c'efi aux Ma* 
thématiques que nous devons tous ces 
avantages. Mais il feroit inutile d'entrer 
dans un plus grand détail , puifque per- 
sonne ne contefte l'utilité de cette belle 
fcience. 


r t^^ ^ 

/♦* ++ ^^ éè^ +t4'+il'' 

SQ4 


COURS 



COURS COMPLET 


MATHEMATIQUES. 


SECONDE PARTIE, 


CALCUL INFINITÉSIMAL. 

J E divife le calcul infinitéjîmal en trois parties,' 
calcul différentiel , calcul intégral & calcul des va- 
riations. Cette féconde partie de notre Cours de 
Mathématiques contiendra quatre Seftions. Dans 
]a première , je parlerai du calcul différentiel ; 
dans la féconde & la troifiéme , du calcul inté- 
gral & de celui des variations ; dans la quatrième 
en6n , je ferai l'application du calcul différentiel 
& du calcul intégral aux fciences Phyfico -Ma- 
thématiques. 


Tome m. 
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SECTION PREMIERE. 
Calcul différentiel, 

1 ^ I on conçoit qu*une quantité x augmente ou 
diminue d*une quantité infiniment petite ^ :v , de 
forte quelle devienne x ^ dx, la quantité dx 
s'appelle la différentielle de x\dx ne marque pas 
ici le produit de la quantité d par la quantité x , 
mais feulement la différentielle de x. Les quantités 
confiantes ou qui ne varient point , font ordinai- 
rement défignées par les premières lettres de Tal- 
phabeth a^ b y c , &c. Les variables par les 
dernières x^y ^ {. Puifque les quantités conftantes 
n'ont point de différentielles , leur différentielle 
eft=o. , 

J'entends par calcul différentiel , la manière de 
trouver les différentielles des quantités variables & 
les rapports de ces différentielles. Pour avoir la 
différentielle de x^ on écrira dx, fî x va en 
croiflànt , ou — dx, û x diminue. Lorfque . les 
Géomètres ne donnent pas le fîgne — à la diffé- 
rentielle 5 ils fuppofent que la variable va en aug- 
mentant, à moins quelle ne foit négative ; car, 
par exemple y la différentielle de — ;c eft = — dx^ 
En effet, puifque a: varie d'une quantité infiniment 
petite dxy x devient x^dx, & r — x devient 
— ;i: — dx.Si de cette dernière quantité on re- 
tranche — x^ l'on a — X — dx'-+'x:= — 'dx. 

La différentielle dea-^x ^ry eQ:=^dx -^ dy ; 
car la différentielle de a efi =o; la différentielle 
de axeiïadx. En effet, puifque Jt; devient at-H^at, 
ax deviendra ax -^adx. De cette quantité ôtant 
la quantité donnée ax^ l'on aura ax ^^ adx-^ 
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ax=adx, diiFérençe ou différentielle cherchée. 
Donc pour trouver la différentielle d'un produit , dont 
un des facteurs eji confiant & l'autre variable , on multi* 
pliera lefaSeur confiant par la différentielle du facteur 
variable. 

La différentielle du produit :!try eft=y <fjc-H 
xdy. En effet, lorfque x devient x '\^ dx, y 
devient y^dy & jcy devient (at-J-i/x) x Cy-+* 
dy) ^==^ xy '^ y dx -^rxdy '\-'dxdy \ d'où re- 
tranchant la quantité donnée xy , il refle ydx-^ 
xdy^dxdy. Or dxdy produit d'un infiniment 
petit d X y par un autre infiniment petit dy, efl un 
infiniment petit du fécond ordre qui difparoît 
( voyez ce que nous avons dit fur l'infini dans 
la première partie ) devant les infiniment pe- 
tits y dx ^ X dy du premier ordre. Donc la dif 
férentielle cherchée eft = j dx^^-'xdy*^ on trou- 
veroit ^de même que la différentielle de a: j Ht 
a eft = j<iA: -h xdy ^ parce que la différen- 
tielle de ^ eft = O. Donc la différentielle du pro* 
duit de deux variables , efi égale à la fomme du pro^ 
duit de chacune des variables par la différentielle de> 
Vautre variable, 

hz différentielle du produit x ^u de trois varia- 
bles 5 eiï = t(^udx '^ X ud i~^ x^du'y car, en 
fuppofant i u = j^ , nous aurions ( félon ce que 
nous venons de dire) la différentielle de {w=3 
iz^ {-+- {itt = ^j & parce que ^u=y^ l'on 
a X iu=2 xy. Or , la différentielle de xy eft = 
ydx^^^ dy. Donc , en fubftituant la valeur 
de y 8c de dy ^ l'on a la différentielle de x^u 
ou de X y :s^ :(^ udx -H «vz^^ij -H x[du. Et m 
général on trouvera la différentielle du produit dt 
plujieurs variables^ ^n prenant la fomme des produits 
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dt la diffinntidlt Je chaque variable y par les autres 
variables. 

Corollaire. Donc la difi?rentielle de 
xy zu eft = xy[du ^ y [udx +x ^udy -H 
xy ud In 

' 2. En général, pour avoir la différentielle d*une 
quantité quelconque/^., on fubftituera à la place 
des variables x ^y, &c. qui compofent cette quan- 
tité, les quantités x-f-dx^ y -^dy, &c. & Ton 
aura une autre quantité que nous appellerons P ; 
on ôtera pdef pour avoir P — /? ; on effacera 
dans cette dernière quantité tous les termes qui 
s'évanouifiènt, par rapport aiix autres termes; le 
refte fera la différentielle cherchée dp délivrée de 
fes termes inutiles. 

Si /? = xy , en fiibftituant x ^ dx au lieu 
de X, y "^ dy au lieu de y. Ton aura V^rzxy 
*^y dx -\^ xdy + dx dy; &P — p fera xy -H 
y dx -H X dy^dx dy — xy ^=iy dx~^ x dy-^ 
en effeçant les termes qui fe détruifent, & négli- 
geant ^infiniment petit du fécond ordre dxdy; 
mais a y diminuoit tandis que x eft fuppofé aug- 
menter, la différentielle dey fêroit négative & 
. égale à — dy. Dans ce cas , on àuroit P — /? =3 
y dx — x dy. 

: ^ 5. J'entends par calcul intégral l'art de trouver 
l'expreflîon à laquelle appartient une différen- 
tielle propofée. Cette expreflîon s'appelle /'/W- 
grale de cette différentielle. Ainfi la différentielle 
y dx-^x dy a pour l'intégrale a: y, ou a; j' ± 
tf ; car eil différenciant, foit xy, foit xy^ a. 
Ton a .également y d x -^x dy. On peut voir par 
là qu'on doit ajouter une confiante ( que nous 
défignerons fouvent d^ns la fuite par C ) à Une 
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intégrale quelconque. Nous dirons aufE dans là 
fuite de cet Ouvrage comment on peut déterminer 
cette confiante. Au refte , cette confiante «fl fou- 
vent o; nous ne l'ajouterons cependant pas toujours 
pour abréger. 

Il efl aifé de voir que le calcul intégral efl Tin- 
verfe du calcul différentiel ; ainfî il faut faire beau- 
coup d attention aux procédés de celui-ci , pour 
pouvoir réufïir dans le premier. 

4. La différentielle cle a;'" fe trouvera C 2 ); 
en fubflituant x -^ dx à la place de\r, pour 

avoir(jc-+-^^)=^ H ^ '</:r-t- --U.-- — r x 

x^""- dx^ &c. ( par le binôme de Newton , voyez 
la première Partie ) = a; '^ ■+• /72 a; '"~\ dx , en 
négligeant les termes fuivans, qui étant multipliés 
par des infiniment petits dx^ ^ dx^ ^ &c, des or- 
dres fupérieurs , difparoifîent devant le fécond 
terme. Donc en retranchant la quantité donnée 
x""^ Ion a mx"'''^ dx pour la différentielle cher- 
chée. 

Corollaire I. Donc la différentielle d'une 
puiffance x"^Je trouve en . multipliant par.Pexpofartt 
de la puiffance , & par la différentielle de la qùan-* 
tiré variable & diminuant cet expofant £une unités, 
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Donc la différentielle de^ -h J^ ou de ( ^ -H j')* 
fera=//;(a-f-y)'""' dy. Car foit a-J^y = ^, 
on aura d y = d x ^ (a -H j^ )'" == a?'" , 
d(a^yy (*) = i C:r'") = mx"""' d x .:^ 
m (a^^ y)""'^ dy ^ en fubflituant les valeurs de 
dxy & de X. 

(*) L'çxpreflîou à. ( a -H-^) * ou J (fl-H^) * indique far 
différentielle de ( a -f-^ ) *. 

Aj 
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Corollaire IL Donc Tintégrale de 

^ mx •»'"*■♦•« d X mx'^ dx ^ 

mx'''''dxiQr?L-r — 77-= 3 =^ • 

(m — i-f-ijrfAf mdx 

Donc règle générale: TintégraU (Tune diffc- 
rtntidU monôme , qui ne contient qiiunt variable , Je 
trouve , en augmentant if une unité Fexpofant de la 
puijpince , divifant par cet expofant ainji augmenté & 
par la différentielle de la variable. 

Une quantité affedée d'un radical ou d'un figne 
fera dite être fous le figne 5 ainfi dans a \^x == 

ax^^ la qantîté x eft fous le- figne j/'ou ^, mais la 
quantité a eft hors du figne. 
' ^intégrale de la différentielle y"^ dy fe- 

j-a '^^ . En effet, en diflFérenciant cette quan- 

m-t- I 
tité , on aura la différentielle propofée. L*in- 

tégrale de ( a + j )« dy fera ____• 

En effet , fuppofons a 4- ^ = J? , on aura 
(„ + v)'» = «^, dy ^dxii. ia-lfyV dy 

s= *^^^> dont l'intégrale eft =3 — — - (par 

^ W2-f- I * 

la régie générale ) = ^ ^^^ L'intégrale de 

Ca^byT dy eft \ , ■ ■ / Car- loit ^ + *j^ 


^ ( /« -f- I ) 

jT , on aura * ^y = ^a: , — = ^ J' & en 
fubftituant, il vient {a -h *J^ )'" dy^x'^-^ 


—x^ dx^ dont rintégrale eft — 


• 


^•*' 


» -i- » 


Calcul différentiel. 


!. If±^!r ; l'intégrale de (ar^jyrdy fera 
(en fuppofant > =*) = ^(^^^7) 

/(^+>^)*** - _. o,-_/_/• 
— : i ; car 7 = * & > = Ç = /. 

m-f- I 
Pour avoir la différentielle de V (a^ y), on 


fuppofera l^ (^-Hy ) = C^+j)'' = ^^t 
en faifant a+j^ ==Ar, & Ton aura la différent 

tielle de x^ :=: m x"" d X ( en faifant /ti = î) 

ssz^x'" dx:=-^X'^^ d Xz 


>X* %^ X 

d y 


z y/ a -k-jr 

Remarque, Nous défignerons Tîntégrale par la 
lettre S ; de forte que Sx * ^:i; défîgnera l'intégrale 
àex^dx (*). Or, en fuppofant ^ == m. Ton 

aSx'dx=S X"" dx= — X^ . _ 




1 X 
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En général S x'^dx eft = , excepté le cas 

où /w=: — i; mais nous parlerons de ce cas dans 

la fuite. ' 

Corollaire. Il fuit de ce que nous venons de 


■«Xi 


( * ) On peut conœvoir Tintée^rale d'une différentielle , 
comme la fommc des élémens infiniment petits d'où réfultc 
rintégrale-' 
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dire que Ton peut toujours trouver Tintégrale d'une 
quantité monôme ou binôme , dont la quan^e , 
hors du Cgne , eft la difierentielle de la quatre 
"fous le figne , cette différentielle étant fuppo- 
fée multipliée ou divifée par une confiante, 
excepté W cas où Ton auroit un expofant = 
.— I. 

y. Nous avons dit ci-defllis que la difFéren- 
tielle do ax étoit adx. Donc S adx eft =tf ^. 
Nous avons vu auflî (i) que d ( xy ) eft= j dx 
^x dy (A); que d{xiu) =iiudx-^xudi 
'^ x[du (B). Donc pour avoir l'intégrale des 
différentielles A & B qui contiennent plufîeurs 
variables, on fubftituera les variables au lieu de 
leurs différentielles , & chaque terme fera la diffé- 
rentielle cherchéie. Donc fi une quantité (M)hydx 
^bxdy-i^adi^ &c. a une intégrale = P, on peut 
la trouver 1^. en intégrant te premier terme ^ comme fi y 
étoit confiant , 2**, en intégrant le fécond terme comme 
fi X étoit confiant , & ainfi defiiite jufqi!au dernier 
terme j & en comparant entr*elle$ toutes les inté-^ 
grales * car fi elles font les mimes ^ t intégrale du 
premier terme fera VintégraU cherchée. Si elles font 
différentes , Qn ajoutera â ce qu\lUs ont de commun 
tous les urmes qui font leur différence & Con aura 
tintégrale P. Suppofant que la différentielle M 
n a que trois termes , l'intégrale du premier ter- 
me , aufli bien que celle du fécond , fera b x y ^ 
mais celle du troifiéme eft <2 { ; l'ajoutant à b xy , 
j'aurai l'intégrale P cherchée = b xy "\^ a^. En 
effet 5 en différenciant cette quantité, l'on aura la 
différentielle M. 

6. Pour avoir la différentielle d*une frac- 
tion 5, je fais ^ = { : donc d {^)z= d^. Or, 
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Icquation ^ ==;(;, donne x:=iy ;(;, dx =, ydi 

• 1 « . , d X-"^ Z dy 

'^ida,dx — idy=ydi, L^ =dl, 

ydx X dy ydx—xdy c utv ^ 

tuant la valeur de {. Ainji la différentielle J^unt 
fraSion quelconque , eft égale au produit de la dif- 
férentielle du numérateur par le dénominateur , moins 
le produit de la différence du dénominateur par U 
numérateur j le tom diyifépar le quarrè du dénomi^ 

nateur. Donc S. £^fr:ili^eft=|i la diflFéren- 
tielle de — eft = — : % parce que </ ^ =o. 


X XX 


^ ^ adx a 

Donc S. = --. 

x"" X 

Remarque. Lorfqu'une difFérentielle Bdx k 
trouve multipliée par une confiante, on peut inté- 
grer comme fi la confiante ny étôit pas; mais on 
doit multiplier enfuite l'intégrale par la confiante, 
Ainfi, en intégrant dx, fai x , ôc multipliant 
par by il vient b x; de forte que S. bdx qH z=i 
i,Sdxz==:b X* 

Lorfqu'on pourra ramener une difFérentielle à 
la forme x"" d x ^ comme cela fe peut , par 
exemple, dans la quantité bdy V^(^-+"y) 

i=^j X ^(^-+-j)^=:^^;t: X bx'^^ en fuppofant 
a ^ y z=:i X y & par conféquent dy = dx & 

r^ = ~ , on intégrera facilement, puifque S. x"'dx 
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en multipliant cette dernière quantité par ^ , on 

aura jb (a 4-y) » , intégrale cherchée. 

Lorfque la lubftitution ne pourra pas réuflîr; 
& que la différentielle ne fera pas contenue 
* fous quelqu*une des formules ci - deflus , on 
pourra intégrer par les feries. Soit par exemple, 
la quantité ^y V^ ( a ^ y^)y cette quantité né 
pouvant fe rapporter à aucune des formules ci- 

defïus, je réduis j/* ( tf -H J* ) = C ^ 4-jy* ) * 
en une lèrie par le binôme de Nevrton , ce qui 

I)eut fe faire • facilement , en fubftituant j^ * à 
a place de ^ & 4 à la place de m dans la 


r« — ^ . "* 


formule ^-f- A = a" ( ^ +-• - -1- 


b TO(/72— l) 


_ 4-&C. ) = ^"Ci+Î- — I*^ &c.) 


Multipliant tous les termes par dy^ on trouve 

I 

( en négligeant le multiplicateur ^ * ) d y 

»-H =- — — --- — &c. prenant 1 mtégraie 

de chaque terme & multipliant la fomme par ^ *, 

a vient ^ î (y '-h j-yyy r y^ &^* ^ Cette 

ferie fera d'autant plus convergente , que y fera 
plus petit par ^apport à a. 


i 

i 
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Des diffirtnus des ordres fupérUurs & de leur 

intégration* 

7. ^/ AT étant la diftérence . ou la difFérentîelIè 
de X y fon quarré fera défîgné par dx^ 9 fon 
cube par d x^ ^ &c. Mais rien n'empêche de 
concevoir la différentielle de la quantité dxi 
elle fera défignée par ddx^ ou par d^x\ c'eft 
la féconde différence de x. La troifiéme diffé- 
rence àQ Xy ou la différentielle de ddx^ s'ex- 
prime ainfî dd dx^ o\x d^ x\ & en général la dif- 
terentielle de Tordre m de la quantité x , s'ex^- 
jprime par d'^x. Quoique d x^ ic ddx foient 
deux infiniment petits du fécond ordre, néan- 
moins ces quantités peuvent avoir entr elles tels 
rapports que Ton voudra ( voyez ce qu'on a dit 
fur Tinfini dans la première Partie de cet Ou- 
vrage ) ; ainfî il ne faut pas les confondre lun 
avec l'autre. La première différentielle de jc* 
efl (4) m. x^^^ ^ dx. Pour avoir la féconde 
différentielle , on confîdérera d'abord un des 
fadeurs variables j:'""' , par exemple, comme 
variable , & le faâeur d x comme confiant ; l'on 
traitera enfuite dx comme variable & x"""^ 
comme confiant. Ainfî l'on aura m { m — i ) x 
x"""- dx^-^mx"""^ ddx(B). Si on fuppofe ^^a: 
confiant, ce qu'on efl bien le maître de faire, 
on aura ddxz=o; Se la féconde différentielle 
de x"" fera m (m — i ) x'^"'- x dx^ , & l'on 
auraS. ATzC^ — i ) x"'''^ dx^'-^i^im x"""^ dx. La 
troifiéme différence de Jt'" fe trouvera en trai- 
tant fuccefïîvement dans la quantité B chaque 
faâeur variable comme variable & les autres 
comme conflans ; ce qui donnera m^ ( ak— • i > x 
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Jf/K — i)x"'''^>C dx^ -+- m (m — i)x"'^''yC 
^dxd'-X'^mÇm — \)x""''' ddxdx-^mx'^^d^x 
{ la différentielle àt d x ^ eft= z d x d d x ^ 
par la même raifon que celle de x^ eîk x xdx^ 
que celle de y^ QQ:*2y dy , dont l'intégrale eft 
la quantité B. Si dans la dernière différentielle 
on luppofe d ddx=:0 ^ c'efl - à - dire fi Ton fup- 
pofe la différence du fécond ordre confiante, 
on effacera le terme qui efl multiplié par d^ x , 
le refte fera la différentielle troifiéme de x^ , en 
en fuppofant ^J a: confiant. Il n*efl pas difficile de 
voir comment il faudroit s*y prendre pour avoir 
la différentielle du quatrième, cinquième, &c. 
ordre de la quantité x"'. 

La différentielle du premier ordre de la quan- 
tité xy^ étant (i) x dy^+^y dx; la féconde diffé- 
xentielle fera dx dy-^ x ddy -\^ d y d x •+• 
y ddx'==^xdxdy^x ddy-^y ddx^=z2 dx dy 
rhx ddy, en fuppofant d x confiant. 

En confidérant dans celle - ci fuccefïîvement 
dy , x y ddy comme variables , on aura la 
troifiéme différence de x y dans la fuppofîtion 
de dx confiant. Il efl évident que S. (2 dxdy 
^xddy ) = x dy -\^ ydx ^ & que S. (xdy 
•+• j^ dx) := X y.l\ eOi aifé de voir maintenant 
comment on peut avoir la différentielle féconde 
d'une quantité quelconque. Il n'y a qu'à confi- 
dérer fuccefïîvement dans la différentielle pre- 
mière de cette quantité chaque fadeur variable 
comme variable & les autres comme conflaris ; & 
faifant la même chofe pour la différence féconde, 
on aura la troifiéme & ainfi de fuite, en fe fouve- 
nant d'égaler à o les différentielles des quantités 
qu'on a confidérées comme confiantes.. Quant à 
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rintégration de ces fortes d^ quantités, on en 

Cariera plus au long dans la fuite de cet Ouvrage, 
els font les principes les plus généraux du calcul 
.différentiel & du calcul intégral Faifons quelques 
applications. 

8. Problème. Trouver la fous-^tangenfc (Tune 
courbe algébrique , dont tes ordonnées font parallèles^ 
Soit la courbe Km (fig. i. ) dont on demande la 
tangente au point m. Ayant mené l'ordonnée P/n 
i y )y fon infiniment proche /? /z & la ligne m R 
= P/7 , parallèlement à Taxe AL, on aura AP 
c= a: , P/7 = J7Z R = ^a; , ;2 R ( ou la différence 
de l'ordonnée /7 n à l'ordonnée P m.) z=z d y^ 
la portion 77ï ;z de la tangente étant infiniment 
petite , peut être regardée comme fe confon- 
ifant avec la partie correfpondante de là courbe 
à laquelle elle ef: cenfée égale. Cela pofé, les 
triangles femblables mnK^ mT T? donnent n R, 
iwR : : /72P : TfT ^ on dy : dx : : y : F T=3 

Y d X 

- — (B) , expreflîon générale des fous-tangentes, 

$i dans cette formule on fubftitue la valeur Aodx 
prife de l'équation de la courbe , cette valeur con* 
tenant dy, il en réfultera une expreflîon de PX 
délivrée de différences. 

9. Soit fuppofée la courbe Km une parabole 
ordinaire dont l'équation fbity^ = a>, a étant 
le paramétre; en différenciant, on a 2.ydy^ 

% V d ^ ■^ 

Tsr^adx^ dx:;=z • Subftituant cette valeur 

a 

de d X , dans la formule B , il vient — ^-- — ^ 

adjr 
2^* z a X ^ -, 

— == = 1 j; , a çaule de v * ;= ax : 
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ceft-à-dire, que la fous - tangente de la parabole 
eft double labfciflè; ce qui s'accorde avec ce que 
nous avons dit dans les Seâions coniques. 

lo. Si la courbe eft une parabole d*un genre 
quelconque, dont Téquation foit a"" x"" :=y"''^'' 
( Seôions coniques 92 ) ; en différenciant , Ton 
un a"" x"^' dx = (i7z-t-;2) j^'»*»'^» dy^ dx 

— . Subftituant cette valeur 


/i a • ;v " ~ ' 


Y cL X TTl "4^ 7Z 

dans la formule B , on trouve = x 

dj^ n 

y»*» fm + zz) û"»:v" 

^ — ^ - (en met- 




tant la valeur de>'" * ") = ^ ^ jc.Si /7z=2& 

12= I, Ton a PT = 5 x. Si /7ï = 5&/2=2, Ton 

L'équation <j'"ar"=jy'"*" devient «"jf"'* 
j_^Ht-«^ «n fuppofant n négatif; & dans ce 
cas , on a fl " = j' '""'' x" ( voyez la note du 
n^. pj des Seâions coniques ) équation aux hy- 
perboles de tous les genres par rapport aux 
afymptotes , & la fous-tangente P T ( figure 2 

devient = • en luppoiant m — n 

— /i — /i * * 

= M. SiM=i& fz=i, comme dans l'hy- 
perbole du premier genre , on aura P T = — ^r » 
c'efl-à-dire , que la fous -tangente fera égale à 
rabfcifïè; mais à caufe du fîgne — , il faut pren- ' 
dre la fous-tangente du côté oppofé à l'origine 
des qbfciffes. Si M =; 7 & ;?= 2, Ton aura PT 


■ ^ ■ 
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s= • Si M = 20 & n =1 A^ l'on aur^ 

P T = — $ X. En général , la fous - tangente, 
dans les hyperboles , eft toujours égale à Tabf- 
cifle multipliée par le quotient de Texpofant de 
Tordonnée^divifé par celui de rabfciflè, en prenant 
Texpofant de rablcifle avec le fîgne — • 

pans les ellipfes de tous les genres, l'on a 


_^m+» _ j^« ^ (^a—xy. Différenciant & mul^ 

tîpliant par/?, il vient (/W+/2) <zj)r '"•*"*"! dy 
i=^ npx""^ X {a — x)"'dx — mpx'' x 
Ca — x)"""^ dx ^ dx=^ 

npjf»"' X (a — xY — /wp^" X (a — :v;"-* * 

Subftituant cette valeur de ^a:. Ion a*^^ — ^=5 

npAr--'(fl — ;^j-*^mp;c» (a» — x)--»* OUDltl- 

tuànt la valeur de ^ '^ "*" " , & divifant enfuite le 
numérate^ & le dénominateur par px""^ x 
(a — x^r" ' , Ton a ( en fuppofant que la fi- 
gure 3 puifle repréfenter ces fortes de courbes) 

PT= -^ -—- • Comm:^ la quantité p 

n a — n X — mx 

ne fe trouve pas dans TexprefOon de la fous- 
tangente, il eu évident que cette ligne doit être 
la même, quelle que foit cette quantité. Donc tou- 
tes les courbes qui ont des équatiqns qui ne dif- 
férent que par différentes valeurs de la grandeur/?, 
ont des fous-tangentes égales correfpondantes à 
des abfciffes égales. 

On trouveront la même expreflion pour les cer- 
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des de tous les genres , dont Téquation eft la même 
que celle des ellipfes, en fuppofant ^ ==^ (* ), Si 

,ns=i&«=2, PTfera = i^^^^nfl. d'où 

2 a — 3 X 

Ton tire 2 A tf — 3 AP : 3 x :: a — at : PT, 
Si /7z = 72 = I , comme dans rellipfe & le cer- 

de ordmaire , 1 on aura r T = = 

a — IX 

û oc ■"" X * 

-; , & les tangentes m T, « T correfpon- 

dantes à la même abfcîfle A P , rencontreront 
Taxe au même point T ( fi^. 4 ). 

Dans les hyperboles de tous les genres. Ton 

a —>''"'*'" = x" X (tf H- ^r)"* , cette équa- 
tion ne différant de celle des ellipfes que par- 
ce que dans le fadeur a ^ x^ x a le ligne 
r+- au lieu du figne — , la fous - tangente fera 

c= -i^ — : -• Si la courbe Km ( fier i ) 

«ft fuppofée une hyperbole ordinaire , dans la- 
quelle zw = « = i, ri lera =5 

* a-f- 2 ^ 

CL X ■+" ^^ijsf» «ï . ' 

; dou Ion tire - a -^ x i x 11 


X 


a^x : PT, Prenant donc une quatrième pro- 
portionnelle aux lignes ^ a -^ x^ x ^a-i^x ^ Ton 
aura la fous-tangente P T, 


( * ) Pour les cercles , ellipfes & hyperboles de tous les 
genres, voyez les Sections coniques , n..5>i , ^3 & ^4. 

II 
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II. Pour les paraboloïdes , dont Téquation 
C voyez les Sedions coniques ç6 ) eft a^'^^y = x"* 

ou^=^:c'"-HA^'"'-^-HcA?'""*...4-A:5 en fâifant 

H-tf (m — 2)x""'^ dx ...^gdxy dx 

"" dj^ 

m x»-* 4-i(OT — I )A:--^^-f-c (m— 1 j^'"-^ H-ff 

ydx y 

^T-— ■ -. ; 

12. Dans la cifToïde ( fig. ^), Ton a (courb..aîg. 71 ) 

j'* = -, en fuppofant le diamètre du cercle gé- 

nérateur = aflj donc j'* X (i^^ — x) = xS zjdj/ X 
{ 2fl — x) — ^*fl?Ar = 3 x' rfx, i^Jj' X (2 a. — -x) '• 

=n 3 Je*rf;v -f-rf:^ X^ 5= Jx X 3 ^* 4- ^^ X 


x' 


2* — * 

3 XXI 2 4— X 1 -I- *X Xi 


( en iîibfHtuant la valeur de jÉlb= d x. ( ^^*^ . ^"^ ■ — —'^), 
j îj^'jyXCï*— Jfixra*— «1 ydx 

2J»^ X f 2«— "JCI* 2x5 [24— xi* 4«X— 2X* 


6ax^ — 2 x^ 2^ — X 44XX— zx^ 64.^2» 

K= . ^'q{^ j»qq fipg ^ ^ _;^f : 2 fl — ;if : : ;tf : TP. ^ 

3 a —X ^ "' 

■ 

13. Problème. Trouver la "fous-tangente dans 
la cydoïde {fig, 6), Ayant tiré les ordonnées 
infiniment proches MP, m p,' menez la tan- 
gente P T au point P du cercle générateur & la 
tangente M T au point correfpond^nt M de la 
cyçloïde. Les arcs infiniment petits , P/' > M //ï 
pouvant é^ confidérés comme des portions in-» 
finiment petites des tangentes P T, mT, fi Ton 
Tome in. * B 
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tire la lijne M 5 parallèle à la tangente P T / les 
triangles femblables M 5^, TMP donneront 
msi Mi:: MF: PT. Or, à caufe des paral- 
lèles P/? & M5, MP & ms^ Ion a, en fai- 
fant l'arc BP= x & PM= jj^jlon a, dis- je, 
ms 5= dy^ Yp = i/a; = M5; ^oncdyi dx : \yx 

P T = -—-. = y ; puifque dy = dx C) 9 

fi caufe dey=:x( voyez les Courbes tranfcendan- 
tes, n°. 10). 

CoKOLjLAiRE L Donc prenant fur la tangente 
du cercle générateur la partie PT égale à for- 
donnnée j^. Ton aura la lous-tangente de la cy- 
cloïde. 

CorollatreIL Puifque y =i:PT, le trian- 
gle MPT eft ifocelle,. les angles en T & M, 
iégaux entr'eux, & l'angle extérieur T P^ égal aux 
deux intérieurs oppofés M & T, fera double de 
l'angle M; mais Tangle TP^ a pour mefure la 
moitié de Tare PB^Jjk langleTPB a pour 
'mefure la moitié de 1 arc P B ; donc ce dernier 
angle eft la moitié de l'angle TP^; donc il eft 
égal à l'angle PMT & les lignes BP, TM font 
parallèles, à caufe des angles correfpondans égaux, 
c'eft-à-dire, que 1^ tangente de la cycieïde eft 
parallèle à la corde correfpondante du cercle gé- 
nérateur.* 

14. Dans les cycloïdes allongées ou raccour- 

de?. Ion ^y =^ "TT-t (Courbes tranfcendantes , 


y 


{*) On peut regarder réquation dysnix comme exprimant 
la nature de la cy cloïde s parce que;v reprcfeat^|iD arc de cer« 
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Ti . lO ) ; donc dy = ■ y dx^=> —-y ^ — 

C D dy 

ç= — - = iT = P T ; donc dans ces çycloïdes 

Ton a PT égal àrabfclflè courbe BPC^) ceft-à- 
<iire^ que la fous-tangei>te eft quatrième propor- 
tionneUe aux lignes D , C , y. 

if. Dans les çycloïdes dp tous les ordres, Ton a (courb; 
iranf. n^ lo. ) C"^» = D' ;e-, /iC"j^»"'d>= m D* 




—7- f en fubftituant la valeur de C "• y • ) 

r 

= — ^ > d*od Ton tire 7» : n : : Jif : P T = — ^ » 

Si 72= io&m=2. Ton a P T = j x ; c*eft-à- dire , 
que dans ce cas la fous - tangente eft ^gale au Quintuple 
de rabfciflè courbe B P. Si la courbe B C eft telle qu en 
fiippofant toujours Tare BP=x> PM=:^, Ton ait 

^my =: X ••■*•» -f, c X" , 1 on aura^ = -^ — ^ dy 

_^(mH-0.x»+Cm.»-»^ X ^;c. Subftituant la valeur 

j 

de ^j' dans -j— ( car le réfultat eft le même que fi on 

y d M 

Xubftituoitla valeur de^f a: ) , il vient =: 

^" ^ =P T = *'"^'-4-C«'" ' 

«* -f- C r 

f en fubftituant la valeur de a'* y) =: ^i 

en divifant tout par a:'»^', d'oii Ton tire (m-Hi). ^4- 


(*) Il faut regarder dans ce cas-ci la courbe ( C BD ) comme 
une cycloïde de Tcfpéce dont il s'agit. 

Ba 
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Cm: X -^ C : : X : P T. Si m = i , l'on a P Tî 

Si la courbe B P Ri ëtoit une ellipfe, en (ùppofant tou- 
jours Tare B P = a: , P M =3^ , les exprefHons que nous 
venons de trouycr {13, 14& 15) auroiem encore lieu ; mais 
^ors on prendroit PT fiir une tangente elliptique ; dans ce 
cas les équations^ =XjC '"^» = D" jc", &c. rëpréfente* 
roient des courbes qu'on peut appeller cycloïdes elliptiques* 

1 6. Si on fuppoie que B n D foit une dcmi-cycloïde ordi- 
naire 5 ou allongée , ou raccourcie, ou d'un genre quelconque , 
Zc que la courbe B \ foit telle qu'en faifant l'abCciflè courbe 
B /2= :v, 7iN==/, Ton ait AT =^5 Ton aura /F = dy ^ 
en fuppofant N / parallèle ï nt tangente au point n àe 
de la courbe B « , & les triangles fèmblables F N fy t nU 
donneront /F ( dj^) : /N j= nr { dx ) ::/iN{^): nt 

fous - tangente cherchée = — • Si on fùppofè x ==x, 

a caufe de </x = dy, l'on aura n t =^ =Ar. Si l'on fûp- 
pofe que C" : x"* : i D* :^", l'on aura D* ;tf" = C*jK*, 


m *-»— ï 


^ — = -■ — 7 =3 — ' — (en multipliant le nume^ 

rateur & le dénominateur par x ) z=z — — — , en fiibt 

rimant la valeur de C'"^")= -^» Si in= x , /i=: j, 

l'on aura /i f = -^-^» 

Si la courbeB n eft une parabole, on une hyperbole d'un genre 
quelconque , ou encore une courbe quelconque dont on Tache 
mener les tangentes r , il eft vifible par ce que nou^ venons 
de dire , qu'on pourra toujours trouver la fous-tangente nt àc^ 
là courbe N B ,. pourvu qu'on ait une équation algébfîque entre 
les abfciflès courbes B /ï & le§ ordonnées redilignes n W.' 

17. Problème. Sou fuppofée A V N ; 

tfiS' 7 ) ^^^ parabole & une autre courbe a l M dont 
les ordonnées M P font moyennes proportionnelles e/2- 
trc les abfcijfes P A è* les ordonnées correjpondantes P N 


T- - ■ • --- - 
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Jt la parabole , on demande la fous-tangente Vbde la 
courbe A M. Soit lordonnée de la parabofe = y 
Tordorinée de la courbe A M=:5; , rabfciflfe AP=jc * 
& le paramétre de la paraboIe=/7. L'on aura NR 

s=Mr=P/7==Wj;,/2R=^j^,/wr=^ç. Sup- 
pofarit que la ligne M^ eft tangente de la courbe 
AM, les triangles iwr M, MP^ donneront dz : 

7 d X 

^x '.'. ['. -j- = P ^ ; mais par la nature de la 
courbe jk: [h i: x o}X y x^i^yix-^xdy 

y d. X I X d y ' 

= ^î^î>^î= ~ , fubfUtuant cette 

valeur de di dans î^, Ton a P * == —13lil_. 

. ,/ . ^^' J'dx^xdy * 

mais 1 équation de la parabole j^^rsTr/i a: donne z>r</ y 

^=zpdXy dxzss , Subitituant cette valeur 

do dx dans Texpreffion de P ^ , Ion a P ^ =t 

fubftituant la valeur de {ç dans le numéra- 
teur , & celle de x dans le dénominateur ) =s 

— ; = • Prenant 4onc A 3 = — l 

Ion aura la fous-tangente cherchée P^. 

Il eft aifé de comprendre comment il faudroît 
iy prendre fi la courbe AN étoié une hyperbole, 
ou une autre courbe algébrique quelconque. 

18. Probleme,0/2 a deux courbes A N^ Asf 
( fis* 8 ) & une troifiéme courbe A M dont les or- 
données font fuppofhs troïjiemes proportionnelles aux 
ordonnées de la première & de la féconde , on demande 
de mener une tangente à la courbe A M. Soit s l'or- 
donnée delà première ;,j)< celle delà féconde cour- 

B3 


NMi 
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be & { celle de la troifiéme courbe A M ; donc 
par la nature de la courbe AM,ona5 : y : :y i 
^5 ou si=y^* Soit la fous-tangente P/ de la pre-. 
miere courbe =^r , celle de la courbe A/s=:^, 
donc gn s= d s ^ fu = dy^ /w R = d [. Les 
triangles femblables NPr , 1^ ng donnent NP : 

Vtiingx gN, ou 5 : r : : ^5 : g N = . Les 

triangles femblables fu s ^ si? a donnent y : / : : 

dy:su= — ^- Mais tt 5=2^ N ; donc = 

^ dy ^=L ^-^ \ Les triangles m MR , MPT. 

donnent R/w : RM = ^ N :: MP : PT ou d^ 

: : r : P T = , — ^i • Il ne s agit donc 

s ^ ^ ^ sdx ... 

plus, que de faire difparoître les différentielles 
ds ^ d^ & les inconnues {&c s pour avoir la fous- 
tangente exprimée en quantités connues ; ce que 
l'on pourra toujours faire, en fuppofant que les 
courbes AN, A/ font des courbes algébriques 
quelconques, Suppofons par exemple que la pre- 
mière courbe A N eft une parabole & la féconde 
une hyperbole. De Téquations^j = j^^. Ton tire 

jK^ lysdy-^^'^ds zj^^rsds 
7=: — ■■ .ou a 2'=: = — ^ 

•— -— -^ — ( en fubftituant la valeur de dy prife dé 
1 équation dy = — — - ) =2 j--j • 


tS t S' 


Subftituant cette valeur de ^{ dans — ^ — r- , on 
trouve P T = OLilii = li'II-L^ 

» r sj^^ d s*^xs^^ dt % ^JfJ'^^yj! 


Calcul différentiel. 25 


fjrç r.r 


- ( en fubftituant 

^l s r — t is xr — r 

la valeur i^ de j*^) ; d'où Ton tire 2 r — / : / :: 
r: PT. Or r & r font cenfés connus; donc on 
connoîtraPT. 

Si la courbe AN étoit rentrante comme par 
exemple un cercle ( fig. p ) , la différentielle de 
Tordonnée PN correfpondante au quart de cerclo 
AN feroit=o; car il eft vifible que les différen- 
ces des ordonnées vont en diminuant ens*appro- 
chant du point N, auquel point elles font cenfées 
nulles , & la tangente étant parallèle aux abfciffes 
A P , les ordonnées pn ^ NT? font cenfées éga- 
les , & leur différence eft cenfée = o. Donc alor^ 

ds=oC),&c réquation iî= />>^^^^^— ^'^^ ^^ 
vient ^ { = — - - — • Maintenant ( fig. 8 ) les trian-^ 
gles /wMR, MPT donnent d^: KM=ius 




= ~ 5 en fubftituant la valeur de v* 1 

donc dans ce cas la fous-tangente PT ( fig. p ) eft 
la moitié de la fous-tangente P tf de la parabole , 
c eft-à-dire , que la fous-tangente P T aboutit au 
point A. 

ip. Si Ton (lippofe ( fîg. 10) que les ordonnées P màt 
la courbe A m font moyennes proportionnelles entre les or- 

( * ) Cela paroîtra plas clair lorfque nous aurons parlé des 
jnaximis & minimis. 
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données dç la courbe A N ^ celles de la courbe A j , on 
trouvera encore la fous-tangente PT = ■■ ^ ^^' • mais alors 
©n a Jiç:: j:^,x^=Çf, siy^ydsT=i i{rfî,rf? 

^=' — T" — '« *^ -^ 2=^-- — j — j mais nous venons d^ 

trouver (ï8 ) ^^ st -^^jp- i donc en fubftîttuant cette va- 
leur i^dj^Jon 4PT= î^^-ii r^ îlfl:^ 


r/ 


'+'«Jf<<i 


Xri7# 2rf 


2- „«.--^ ; d'où Ton tire r •+- 1 : * r :: t ; 

P Tj or r & f font cenfës connus j donc il fera aifé de con- 
poître U fous-t9.ngente de la counbe A M. 

Si la courbe As ( fig, 8 ) partoit d'un point difFérçnt 



2rx,z,d. 


rçntielle de F j ferQit= — djr j donc P T 

isdj'^Sjdà 

deviendra sa — = • — — r — ( en fubf- 

ndif^stdj , sstydi ^ 

V t s 

dtuant la yaleur de dy ) ç= — ^"" ^^ 5= . ^^"^. ^ f ca 

$ 

2 r « 


« « 


fubftiçuant h v^eur de r r ) ;==; ->' ^.^ .: donc t — » r : ^ r : 

r:: PT. , 

Si (fi?ç. ti&I5)AN&Bj étoient des lignes droites , !a 
courbe BM feroit une feftion conique. Car foit le rapport du co- 
fin.usau finî;i§ de l'angle j B P çonime/; g cçluidu coiînus au 
linus de l'angle N A P comme m\ n; foit de plus B A==a a , 
pP=s:>5 doncPA (fig. iz ) = 2fl— ;v &PA (fîg. 13^ 
£== a ^ -H jr. Cela pofé , le triangle P B j (on fuppofe ici 
les ordonnées perpendiculaires aux abfciffes ) donne f ' g*\ 

5 p ; p J ou / ? g : : 5: ; P x=^ =— ^ Le triangle rcc- 

tangle N P A donne m i, n \ x *<i4-:ifîx=a=~>C 
( * <* -F ^ }' l^ fipc — çft pour la fig. IX , dans hijudte 


'-I 


i*i 
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Tangle B cft aigu , & le fîgne -f- pour la fig. 1 3, dans laqucllç 
l'angle xBA cft obtus j donc 1 1 =^ j = — x (i a xl+: xx) 

e=-^ X (i ax 4- jip*),en faifant le rapport dcgn : fm 

^gal à celui de ^* : a». Or cette équation appartient i Tel- 
llpfe, en prenant le figne— & àTIiyperbole en prenant le 
figne -f-. Si b = fl , Téquation appartient au cercle ou i 
rhyperbole équilatere. Si a = 00 , c'eft-à-dire , û. les points B 
& A font fuppofés Infiniment éloignés , dans ce cas , le terme x^ 

di/paroiiTant devant ax ^ Ton aura (en fuppofant* — . ss 

•— - = F ) î* = P * I équation à la parabole. 

20. Problème. Déterminer la fous - tangente dans 
la logarithmique B M (fig /4 '. Par la nature de cette 
courbe (voyez les courbes tranfcencantes n^ 5) 
Lorfque les abfiîttis AT, Ap, AQ, Aq font 
en proportion arîMmétique , les ordonnées cor- 
refpondantes font en proportion géométrique ; 

5>uifque les abfciffes étant fuppofées en progref- 
îon arithmétique , les ordonnées font en pro- 
greffion géométrique ; de manière que les abf- 
cifles font les logarithmes des ordonnées corref- 
pondantes. Donc fi Ion fait PM = j. Ton aura 
P/7z^=:PR-f./7/R=j)^4-^j; & fuppofantQN 
c=r^. Ton a ^/2 ==5 tt -+- du'y donc parce que les 
abfcifles AP, A/?, AQ, A^ font fuppofées en 
proportion arithmétique , 1 on a , en faifant A P= x, 
P/?= d x = Qq; Ton a, dis-je , y : y+ dy r: 
u\ u-^-du^ on aura donc j : dy :: ux du^ 
y XL 

=3 . Mais la fous - tangehte P T =s 

Y d X 

i- — , & par la même raifon la fous-tangente Q r cft 
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I 

= , puKque Q q ^=: d X. Mais 


du ' "^ '^ " * dx 

; donc Q r = . = P T, ceft.-à-direi 


du dy 

que les fous-tangentes correfpondantes à difFéren- 
tes ordonnées font égales entr 'elles; donc dans la 
logarithmique la fous-tangente eft confiante. 

21. CoROL LAiRE. Si lon fuppofe la fous- 

V d X 

tangente de la logarithmique = ^ , Ton aura 

<r 
asètf ( ceft Téquation différentielle de la logarih- 

0iique)/ou a=3 — 2: — ; & en mtegrant, S. — 

a j^ < 

^= S. , ou ^ =S. ; & parce que Tabf- 

cifle A P =5 :t: eft le logarithme de l'ordonnée cor- 
refpondante prife dans la logarithmique dont la 
fous-tangente = a , Ion a le th4|i^me luivant. 

22. Théorème. VimégraU S. ou VintegraU 

d'une fraSion dont le numérateur dy eft la diffi* 

nntielle du dénominateur y ^ efl le logarithme x du 
dénominateur divifé par la fous-tangente a de la lo* 
garithmique , dans laquelle l'on prend le logarithme. 

Par les mêmes raifons fi ;( eft rabfcifTe ou le 
logarithme d'une ordonnée u dans une autre lo-^ 
garithmique dont la fous - tangente foit A, on au- 

ra -7- = S. — , & fi Ton fuppofe y = «, on 
aura---=b. =i>. = — ^ôcparconle- 

u y a ^ 

7 X ' ' 

qtient — - = — ou ^ ;j;=^ x-j donc:c \ i^w a\h% 
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» 

Ainfi en fuppofant que j & u repréfentent le même 

nombre , on aura le théorème uiivant. 

25. T H É O R ê M E. Les logarithmes cCun même 

nombre pris dans deux logarithmiques différentes ^ font 

tntreux comme les fous-tangentes de ces logarithmiques» 

X d. Y ' 

Si dans Tcquation — = S. — ( 22 ) , on fuppofe 

tf s= I , on aura A:=L.y (L défigne le logarithme); 

dy 
donc l'intégrale S. — d'une fradion dont le nu- 

mérateur eft la différentielle du dénominateur, eft 
toujours égale au logarithme du dénominateur en 
prenant ce logarithme dans le logarithmique dont 
la fous-tangente eft l'unité ; ces fortes de logarith- 
mes font appelles hyperboliques C)* 

Avant de paffer plus loin, nous allons expofer 
les principes généraux de la différenciation & de 
l'intégration des quantités logarithmiques & expo* 
nentielles & de celles qui renferment des finus; 
cofinus 5 &c. La lettre h dcfignera le logarithme 
hyperbolique. 

a4..Si l'on fuppofe \j.y=x, fa différentielle fera=3 

^ Y X à. Y 

— ; puifque C^? ) — > ou j; = S. — ,.en faifant 

a= l: c^efl-à-dire que la différentielle du logarithme 
hyperbolique d*un nombre y efi égale à la différentielle 
de ce nombre divifée par le même nombre* 

dx 

Corollaire. Donc^, L. x^=*z — . ^X. C^+^) 

b^x h^x r-f-AT 


{ * ) On en verra la raifbn dans la fuite de cet Ouvrage 9 
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» ■ ■ ■ ■■ 1 1^ ■ ■ ■■ 1 ■>■ !■■ ■■■■■■■■ • ■■ ■ , n 

S. = L. *•. de même ^. L. (a + x ) 


, . I , -:-i , 

s=î i/x X = ^AT X I X (a H- a: ) z=idxX 

(a-i-^x) . Elevant (^4-;t:)à l^puiflancess — i ; 

par la formule du binôme de Newton ( voyez la 
première Partie de cet Ouvrage ), Ton a dx x 

^ - - m. (m — i) 


X jr* 


( I _. ^ -^ -— &c. ) 3 à caufe de /» = — l, 

</Af xdx X* d x x^dx 

OU ^ -h j * — h &c, 

^^ X x"^ ^ ^ x^ x^ 


IcS. -£- = î -+- ^ 

&c, en prenant Tintégrale de chaque terme. Lorf- 
que x=o y cette ferie eft = o, mais alors on 
doit avoir L. a ; donc il faut ajouter h. a à, cette 
ièrie, aînfi qu*on pourra le comprendre quand 
nous aurons parlé dans la fuite de cet Ouvrage 
de la confiante qu*on doit ajouter aux intégrales, 

La différentielle de l — ^c eft = = 

•— dx. ( I—Jt )""*==*— ^AT—Jf^je — x^dx 6cc. 

dx 

& S. = — X — X* — x^ &c, de forte que le 

I — ft 

logarithme hyperbolique de la quantité i -— a: plus 

petite que Tunité eft négatif; par exemple en lup- 

pofant ;k: == Y le logarithme de i — :«• oq de -j fera 

négatif; ainn en fuppofant AB= i ( fig. 14), le 

logarithme de/g<; i.felrà =?§: A. OrAg^ eft une 

abfciffe négative , étant prife vers la gauche au lieu 


y 


MM 


Calcul diïfékent idl. 2ù 
•que les abfcifles AP, A/^ font pofîtives; donc 

= — — ^ ^ ^== ^ C en réduî&nC 


au même dénominateur )=2adxx(aa xx y\ 

Elevant a a — a: x à la puiflànce — i par la formule 

ordinaires- y, (i+l L^ ^J^-^Y ± 

&c. ) , en fubftituant a a pour a, — x^ pour i i 

pour mylhn aCau^-^x x)^^ =ia'^''( i^ JL , 

•+■ -TT-+ "7?-+ &c-> C'^'^^î donc 2 iï ^x X 


A^ a 


:c* 


^* -. #^ %<idx ^ dx dv 

A^ aa — XX a-i-x a — x 

â — AT û a^ 
' + &C. ) =2.C - H + 1« __ 

i+-&c.) (B). Si Ton fuppofe =^3 on aura 

* * a — X 

éi'+'X:=ba'^lfXj X ^b X =: B a — a, x 

« tf. i__i = tf./enfaifant ^ =/ Subf^ 


(*) Parce que ( voyez les logarithmes dans la première partie 
de cet Ouvrage ) le logarithme du quotient fe trouve en retran- 
chant celui du divifeur de celui du dividende. 

( **» Enfaifant attention que û* élevé à l'expofante i cft 

l;s a " %cn multipliant i par -— i. ' 
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■*M« 


fituant cette valeur de x dans la formule fi & ré- 
duifant , il vient 2/-H + h 


3 î 7 

^ -H &c. C A ) logarithme hyperbolique 

ce ■ = ^ ; & parce que/= -7-- — eft une 

fraftion plus petite que lunité , en fuppofantj 
'que b eft un nombre entier pofitif, il eft évident 

Î|ue la feriç A fera toujours convergente. Or cette 
erie eft égale au double de la fomme des puif- 
fances impaires de /, en divifant chaque terme par 
Texpofantde/dans le même terme; donc on aura 
fecilement le logarithme hyperbolique du nom- 

bre^. Si^= lOjOnaura •; - = /==: ; nre- 

nant donc la valeur de la ferie A, en s*en tenant 
à Cx décimales, Ton a L, io==2, 302 j Sj que nous 
ferons =N. 

Re M AR qu E, Quoique la valeur de x dépende 

ide celle de tf , néanmoins la valeur de L. ( ^ ^ ) ne 

dépend point de a , mais feulement de ^ , ce qui 
mérite cf être remarqué. 

Remarqua 2. Le logarithme de 10 dans les 
tables eft == I ; donc (23) U bgarithme hyperbo- 
lique ^d / o , ou N eft au logarithme tabulaire i du 
.même nombre , comme la fous - tangente i de k 
logarithmique hyperbolique C^) eft la fous-tangente 
M de la logarithmique tabulaire (*^); ou N : i :': 


/*) C'eit celle dont la fous-tangente i. 


[**) C'eft celle fur laquelle on peut concevoir qu*on a conf- 
mut les tables ordinaires. 


T/ 
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air ^ ^ 

1 :: M = -^-p = ==0.434204 

N a. 302585 T^i^T 

â peu près en réduifant — en fradîon décimale/ 

Corollaire. Donc en fuppofant; =Ale 
logarithme tabulaire du nombre B, on aura le lo- 
garithme hyperbolique du même nombre, en fài- 
fant (23 ) M fous-tangente de la logarithmique des 
tables eft à I fous - tangente de la logarithmique 
hyperbolique , comme A logarithme tabulaire de B 
eft à H logarithme hyperbolique de B , ou M : i : : 

A: H== — = AN , parce que M = — ; donc 

TJ 

A= — =HM ; ccjl'àdin que le logarithme hy* 

perboliqiu (Tun nombre cfl égal au logarithme tabulaire 
du même nombre multiplie par N ^ & le logarithme 
tabulaire eft égal ou logarithme hyperbolique midtiplic 
par M. Nous appellerons modules les nombres N 
& M. Le premier fera le module des logarithmes 
hyperboliques, & le fécond celui des logarithmes 
tabulaires. On voit, maintenant comment par le 
moyen du logarithme tabulaire d'un nombre on 
peut déterminer fon logarithme hyperbolique & 
réciproquement. 

Remarque. En fuppofant = e le nombre dont 
le logarithme hyperbolique = 1, Ton aura L.^ =l , 
& ^=2.7182818 (première partie courb.alg.47). 


CL H"^ 

J ( à caufe de la confiante a dont la 

différentielle s=; o) = — — : doac S, -T— 1» 

' ' X \ a-r-x 


m 


«#' 
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T * 6 C — ^'-rf* ,c — //OP 

|j^ ■ ^ ex o» — — — — — sss: ^ Oé — ^ ■■ * ' » ■■ 

^. /. , de même S.— -r ^ =s 1 S* 

• = -r*-*-'» ; a.L. = 9 

&5. = L. . Lonaaului.L.Ctftf-Hfar> 

a — X a — X 

, & S. p =mL.(«jtf-+-A:x^; 


'rf.L.(tf 4-*)'"s=^./n L. (tf-+-jr)(^; = 

M Â. X 

* I, 

Corollaire. j!?(7/zc on trouvera tintigraU cCunt 

(L X '■ 

'difercnticlU toutes les fois que cette Sffe* 

rentielle fera decompofable en deux parties , telles qtu 
le dividende fera la différentielle du divifeuTy & tin^ 
iégralefera alors le logarithme hyperbolique du divifeur^ 
Mais fi cette différentielle fe trouve multipliée par um 
confiante quelconque entière ou fraSionnaitê , il fuf 
fira de prendre ^intégrale comme s^il ri y avoit aucun 

(*) Car le logarithme d*une puiffance d'un nombre eft égal 
au produit Je 1 expofant de la puiffance par le logarithme du 
«ombre ( voyez la première partie de cet Ouvrage ). 

multiplicateur f 
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multiplicateur confiant y& de multiplur enfuite cette in^ 

(L X 

tigralefai[ U multiplicateur confiant. Ainfi S, étant 


idx 


I-H-AT 


6=L*Ci+J'fJ;S» — — fera=3.x L*(i4-jr);Ôi 


ï -+-;v 


S. 


dx 


- 1 -, dx I X ^ 

— lera=5=— • S* = -r ^^ (^H^^)* en 


prenant d'abord l'intégrale de 


dx 


1 -f-^ 


, & multi- 


tipliant cet te* intégrale par h ,dans le premier cas; 
& par Y 9 d^s le fécond cas. i. L. ( a -|-;if'" ) =3 

pix'^^^dx ç bmx'^''*dx 


, ^ mx'*''^dx 
x'^'^^dx mdx 


t.L.Ca'i'X'').Yon a auflî ^X. ;r"==: m. = 

.. 1 . 

f r^ W-dX «, aX -. . _ M » T 


^^: 


a; 


^.&S.(^* 


>=i L. ar-+-i/. L. > (*)= 

H- ) =L. x+L. j^ =L.ji: y. On peut auflî 

différencier des puiflances des logarithmes ou 
même les logarithmes des logarithmes. Pour diffé- 
rencier ( L. AT)"* ^ je fuppofe ^5;= ( L, Jir >" = y '", en 
faifant L. :*; == j^ 3 pour avoir ^;j; = in^'"."'</^S oc, 

y == L. a: ; donc ^y = ; c'eft pourquoi en fiibfti- 

tuantk valeur de^ & de^j^^l'on a i{=s=/72fti. ^r)"*"' x] 


(*) Éar par la première partie de cet Ouvrage le logarithme 
ida produit des deux nombres eft égal à la foiiune des Logaridimci^ 
4e ces nombres. 

Tome IIL C 


• 
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dx - ^~ ^ dx 


^ X ■ . 

Fon a ;[=*".( L. T )", on pourra différencier en 
confidérant d'abord le fadeur x^ comme varia- 
ble , & l'autre faâeur comme confiant ; pour con- 
iîdérer enfuite le fécond fafteur comme variable, 
^ le premier comme confiant, & Ion aura d[^=s, 

(L.JC )'" 1/ a:-+-/w Ar"""V(L. a: O'^' ^Ar=== AT"-' ^^ X 
(L.Arr-'xC/ïL.x-h/w),&S.(*«-''^Ar(L.^r-* 
X C/zL,^4-;w))=x"-(L:r)'".Soit{==L,CL.x), 
L. ( L. * ) marque le logarithme du logarithme de Xy 
je fais L. :t=:^, & fai^ss L.jv, </£= ; or 

dyssi — : donc 1/ 7 sas *-— — & o — -— 
2 y. Puifque rf. L. Ar=^ — — , on a ^ </. L. 5f = t/ a?, 

d'où l'on déduit ce théorème. La diffircntielU d x 
itunt quantité quelconque x cfi égale au produit de 
cette quantité par la dijfferentielle de fon logarithme* ^ 
CoROLLÀiBE. Donc ta différentielle dej^" fera 

dy *. , * 

j^'"^.L.jy"=«>'"./w*— — ces my'^'^^ dy\ ce quon 

fait d'ailleurs. 
. La différentielle de la quantité exponentielle a* C) 


(*) Les quantités exponenilelles font celles qui ont des cxpo-^ 

fans variables , comme x^ qui a un expofant variable^ , fl' , 
qui a un expofam variable x qui lui-mêine a un exposant va^ 
pable li ' • 
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m ■ F' 


fera = à'd.h. a" ;= a''dx9j.ai puifque le 

logarithme de a* eft = L. a* =sjiL. a , Ton aura 

aulîî L. a" = xh.a-y parce que d.L.a = o, 

Tx r> T f a* L. a. (/ Af 

Donc S. a* L. <z. ^Jt = — = =3 a*; on a 

Li,a*ax 

h û* !■• CL d X 

auffi ^. s. tf*. L. <i. ^jc= -.r-= = ^ tf*. 

La différentielle de x^ fera = x^d.L.x^; or 
L, A;^=^L.Jr, & d(yL.x):=ayIj,x+y ; 

donc d.(x^)=iX^(dyL,x -^y^). L'on admc 

S.^A:^C^yL.*+£il) = -— — ■■■ ^ ;' -^ 

s= bx^; de-là nous tirons le théorème fuivant. 

26. Théorème. Ltf différcnùdlc £um quantité 
exponentielle fe trouve en multipliant cette quantité 
parla diferentielle de fan logarithme; & C intégrale 
dCune quantité quon pourra dicompofer en deuxfac^ 
leurs dont tun Joit* la différentielle du logarithme de 
Vautre , que cet autre facleurfoit multiplié ou nonparunt 
confiante ^fe trouvera en divifunt la différentielle propo^^ 
fée par la différentielle du logarithme de et fécond faHeiir. 

Ainfi je vois que la différentielle de c* eft 
= e' d, L.e" = e" d. ( xL.e ) = e"" d x h^t 
s= e*.dx^ t étant le nombre dont' le logarithme 
hyperbolique eft = i ; c'eft - à -dire, que l'ex- 
ponentielle particulière e* a pour différentielle 
le produit ae cette exponentielle même parla 
différentielle de fon expofant ; donc S. ^ jir. c* 

àx CL 

ad xe"*' e*»* e^' 


en 


aadx h,e aL.e a 

?Ca 


fuppo. 
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fant •=« e Iç nomifce dont le logarithme hyperbo^ 
lîque eft i. Dans ce dernier cas, on a introduit 
Je multiplicateur ^ le divifeur a , parce que la 

difFérentif lie deax eda dx. La différentielle de x^ 
ta=zx^^ d. L.x^^=x^.^J.(y^)L.x).Ord.(y^L.x) 
paa^^t _^ ^hfXy (diL,y+ ■ "^ ■); dona 

X ^ 

R E M A R QU E. Si Ton avoit rétjuation jc*= ^ , on 
trouveroit L, a:"^ ou a: L. x=L,a. Et réciproquement, 
on pourroit repaffer de cette équation logarithmique 
à l'équation exponentielle at* = a. Cette dernière 
opération s'appelle repafjcr des logarithmes aux nom^ 
bres^ Si on a l'équation L,^==a;==^ L, e, e étant 
le nombre dont le logarithme hyperbolique = i , 
onaurajy=e% qui eft Téquation d'une logarithmique, 

dans laquelle — z^d x, & L.j' = xL,e == jr. 

*^ . . • 

27, Pour différencier une quantité telle que 

fin. X ou fini^^ de Tare x, il faut concevoir que 

cet arc devient Ar-t-^:^^ & alors fin, (x-^dx) 

^•^Jin.xçQ, la différentielle dQjin. x. Or, félon 

ce que nous avons dit(Géom. i^6)Jin.(x'^dx) 

t=Jin, x^ cof. dx '\'fin, dx^ cof. :r , en fuppofant 

Je rayon = i. Mais le fînus d'un arc infiniment 

petit dx ^&, cenfé égal à cet arc, & fon cofînus eft 

cenfé égal au rayon que je fuppofe =?s i ; donc 

^n. d x^^i^dx^ ^cof. d x=^ i j àoncfin, (^x-\rdx\ 

I — * fin. xzsrdx X cof.x\ c^eft-à-dire, que la d[0^ 

nmklU dujinm d^un angk ou d^un arçejl é§aU à U 
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éUfférentiélU de Cattglt ou de Parc par It cojinus dexU 
angle ou de cet arc : nousfuppofons que le rayon de tare 
qui mefure cet angle é(l î= i. 

La différentielle de cof^ > eft = cof. ( x-^d jr } 
•— cof. jr. Or félon ce qu*on a dit dans la Géométrie 
<of{x '•^ d x)=ncof. X cof. dx — fin.x. Jîn..dx =» 
€of. X — -Jîn. x dxy à caufe de cof. ^jr=i, & dejin. dx 
■^sszdxi donc d cof. :e=- — dx fin. x ; c'eft*a-dire, 
^ue la différentielle du cojinus d'un arc dont le rayon 
pBs I efi égale au produit de la différentielle de cet arc 
Cprife avec unjigne contraire) par lefinus de ce même arc^ 

Corollaire, Donc S. dx.cof x^=ijîn.x ; 
S. — dx.fin, x'^.cof x;d.(^cof. ^x) =i^r*^dxx 
fin. y a: , & S. — J dx.fin. y jc = cof y jr , parce que 
la différentielle de Tare x étant dx ^ celle de l'arc 
$ X fera ^ dx \ de même ( m étant un nombre 
confiant ) d.X cof mx) = — m dx fin. m x y de 
S. — m dx fin. mx -=1 cof. mxy 8c par conféquent 
^S.mdxfin. mx=iS*-^i X '^^mdxfin. mx 
==— ri X S. — mdxfin. m x=L -'^ i..cof..mx 
= — cofmx\d. {fin^mx^ =1 m d x cofmx^ & 
S, mdx. cof. mx'=.fin. m x\^ — -m d x cof. m x^ 
SF= — fin.^ mx\ S., a m dx cof mx ^==ia fin. m x. 

Pour différencier le produit fin. x. cof ^ , je 
fuppofe^/z. x=y •& cof. ^3= t ; donc dy=i d Xé 
cof X y & <// = — d[fin. 7^. Of d{yt)'=it dy 
^ydt ; donc en fubftituant les valeurs dejy^, dy-^ 
#, d /, Ton a d.. {fin-, x cof jQ^zs^dxcof.^ x. cof ^ 
'— d[. fin. [.fin. Xy 8c S. ( d x cof x^ cof ç. — • 
d {fin. X .fin. { ) = fin. x. cof {. / 

Pour avoir la différence de (fin.x)'^^ j^e fais 
fin,x=^yy & )aidy=idx. cofx\ ifin.xy"=y^^ 
d{fin.xy=;id.iy"')=imy' dy=.m (fin.x)'^'x: 
d X* cof Xy doncS. a mdx cof x. (fin. xy 

C3 


OT-i 


MA 


•^ 
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/ 

a {fin.xT\ S.Jx cof. x.fin. x'^-'=: JJ!!LlLs 

Pour avoir la difFerentielle.de ( cof. xy , je fais 
^(ro/^A?)'"=y"jCi>/j«'=^;dpnc^j^= — dx pn.x^ 
^d.{cof.x)'^=^ my'^"^ dy=i — mdxjin.x X 
( ccf. at)""* ; àoncS.-'-^mdxJin.x (^cof.x)"^"^ 
iess(cof.xy. 

Puifque ( voyez la Géométrie ) le cofînus eft 
^u (inus d'un arc, comme le rayon i eft à la tan^ 
gente de cet arc , Ton aura la tangente / d'un arc x, 

ou /. X = —^ — . Suppofant yî/ï. AT = y, cof. x = r , 

^ cof X ^ l X 

cof X cof xdx^Jin. x. fin. x.dx ( cof x^-hjin. x^)dx 


içofxf {cofxY 

dx 

7 (*) > ^<^^<^ ^à diffirentielU de r. x ou la dif- 


(cofx) 

ferentielU de ia tanstntt d*un dire dont le rayon^=sz i^ 
tjl égale a la différentielle de cet arc dxvifie par U 

Quarre du cofînus du même arc ; donc S. - — r-r- ==î 

dx 
tang. X y Scd,(t^x):= - - , ou (cof. xy. d(t. jr) 

^cezdx ^ &S. (cof x)\ d ( t x ).ts=z S. dx^siXn 

Si on vouloit avoir la différentielle de la co- 
tangente d'un arc x, on feroit attention que cot. x 

cof X ^^^ , . . ' . . cof X ^ ^ 

' (**)ldoncd(cot.x) = d(-/-r—)sk 


fin. X Jin.x 


(*) Car ( fig. If ) il eft vîfîble qu*àcaufe du triangle reftangle 
i P C , le quarré du rayon C ^ ==: i eft égal â la fomme des quai^ 
rés du cofînus C P & du fînus P b ^ donc cette fomme càzsn^ 

• (**)C«(<;éom.iî4)cot = -^. 


J 
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d ( — ),cn faifant cof. ^={, &cJin.x=:y,{Qn 

.y 

y d\—'s^êiy '^dx{lin.xy — dx(cof x)^ 


y {fin.xY 

caufe {fin^xy- ^{cof.xy =:ij donc tadiffertih' 
ïidU de la cotangentt ^un arc x cft igaU a la diffc^^ 
rentielU de cet arc , prife avec un pgnc contraire , & 
divijee par le quarré du Jînus du même arc;, donc 

c ^^ c . ^^ jm 

o. — ,^ — ^ = cot. x*y o. -h tt: — -=— coC^v; 

c ^^^ L o ^^ ' L 

(Jin. X y {Jln. X y 

Pour avoir les différentielles de la iecante & de 
Jacofécamte de Tare Xyje fais attention (fig^iy)' 
que les triangles femblables Cagy C/? adonnent 
( en faifant Parc 41 r == :r , & le rayon = i ) 
CP : Cb i :Ca i Cg, ou cof. x: l :; l :fec. x 

= ;: — . Les triandes Cms^ Cnb^ donnent 

cof, X 

c n = ^ P =: y&i. X : C m :: C è.: C s , ou 

£n. X : 1 :: 1 i cofu. x =t -7 • Suppofant 

Jin. X * * 

donc j = — l — , fai dyz=^d. ( —^ ),y X' 

\Cof.x = I , ({/^ cb/I jc — ydx fin. ;*■ = O (à cau{e 
de I j quantité confiante ) ; donc dy cof. x =3: 

X /* j dxjin.x 

y dxfin.x d=i — -~^xdxfin,x & dyzssj—: — --.• 

^Donc la différentielle de la Jecante £un ofc x efi- 
igaU à la diferemielU de cet arc multipliée pa^ k 

C4 
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yT/jx/i £* divifée par le quatre di^ cofinus du même^ 
arc ; donc S, — - — ^ '. =5 b ftc. x. Mais tan^. x 

P« • — ;: y oC — ;r— • ^=^ JcC. X\ donc — - — 

Cof. X €0f, X -^ (cof. X)^ 

e= tang. x.fec. x^ & d. (fec. x)=: dx. tang. x x 
fec^ X, on dy =s^ d X. tang. x.y ( en faifant /ic. x 

= y), ou dx == :i = -^ _ r »^ 

'& s. ^. i AT ^JWgf. ^J«-. yêc. ^= ^. fie. X. 

Puifque , comme nous venons de le voir, coJcc,x'==: 
-— - , on aura d. ( - — ) = ^ V , en faifant coféc. x 

fin. X fin.x'^ ^ 

= î == -7 5 ce qui donne [.fin. x=zi^di x 

Jin.x^[dx.cof. X =0, d[Jin. Ar=s— -^f^or X 

— ^(fxco/. * —d,x.cof.x ^.^ 

irq/: :r, ^{= *= — — -— , en fubC- 

Jtn, X (Jin, xy ' 

tituant la valeur de ç. 

Donc la différentielle de la cofécante d^un arc se 
eft égale au produit de la différentielle de cet arc (prijk 
avec Un Jigne contraire ) multipliée par le cofinus & 
divijee par le quarré dujînus du même arc. 

CoROLL AîîiE. Donc S. -■ ^ ;^ ^•^'^' ^ = b coféc. X. 

(Jin. xy -^ 

Xe finus verfe P /z de Tare a b étant égal à C a, 
*— CP==5i — cof. X ^ hi différentielle de 
fin. V x{\) fera =3 + dxfin. at, & S. dxfin. x 
^=^Jîn. \/ x. 

Il n eft pas dïflScile de voir comment on trouve- 


{*) Car le quarré de la tangente eft égal au quarré de la fô* 
. cante moms celui du rayon. 

( t ) L'expreflîon y x défigne le finus ycrfe de Taxe x. 


' y 
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roît les deuxièmes , troifiémes , &c. diflFérences des 
lignes dont nous venons de parler. Par exemple, 
la première différence de Jin. Y ^ étant = i ;c x 
Jin. jc , la féconde différence fera d dxjîn. x -+- d» 

X dx Cof.X = ddx fin. A? -+- ( <f AT )* Cof. JT, 

& s* {ddx fin. Ar'-+« <f jc* i:q/I x)'=zdxfin.x. 

Remarque. Comme on peut exprimer le fînus 

de X par ï/"l— (co/^)% & et)/ a: par V^l — ifin.xy. 
En fuppofant le rayon = i , il eft vifible qu en 
întrocluifant ces valeurs à^ fin. at, & de cofi x 
dans les formules ci-defïus, on aura des formules 
différentes. , 

Pour intégrer d x fin, m x. cof. n x y. on cKangeroit , fé- 
lon ce qui a été dit ( Géom. 1 70 ) cettfc exprellîon en celle- 

«*>(P) {*)i*^x C/i/2.{mx'hnx)r^yin.(mx—nx)\ 

t (m+«W«/î». f m-f-»}. jf , f m — » )i.T /r«. (m — »).« 

qui a pour intégrale — ^^—;;^- t ^27^—' 

comme on peut le vérifier en différenciant. Pour intégrer 
d xfin. mx.cofn x.Jin,V' x , on conveniroit fin, m x. cof n x, 
fin, p je en finuî de la (omme & de la difFérence des arcs mx^ 
n XypX' Suppo{bns que fin, m x. cof n x ^=fin. f x , nous 
aurons à intégrer dx.fin»fx.fin,px. Or , felon ce qu'on a dit 

= h -JEj- X cof. (/-?) x-i (^) xcof. if 
H^p).x'y ainfî Ton aura d x. fin. f x.fin.p x=i i^^ X 


(*) L'on a dit ( voyez ^dffietrie 170 ) , que fin, a cof b. 
fin.(a^b)^lir^{a^h) . d'oA l'on déduit facUegicat 

Tequation F, en fkifant a^=im^ , b;=itt x* 


fz' Covtis Ds Mathématiçiues» 

«dont Tiatcgiralc ciîl: i» -^ — TITT "*" ^ f-^-p ' 


_».-3iLllLi^3^^x X f-i/x-i^i^, parce 
qm le cofinus d*un 'arc =2 o cft égal aa rayon = i ; donc 

Jg • 2 * X COjm 2 Jf 

S^ d X Jîn,fx, fin, p x , dcviciit s;s — * — S. : 

* |tn,{^x) X fin* X. eof. X 
t=r— —J. = — > ce quil ta 

aifé de véz£er. 

Si Ton avoit à int^grct <f a: (jzn. xY sssd xjin. x. (fin. *)* ^ 
pn rédiiiroit ( j?/ï. x j* =/?/!. x^. x jcn i cq/i ( ^ — x) 

^icof.{x-hx) = T — T co/. zx ySc Ton auroit "" ^' "" 

^(T- \ fm, x cof. z. X à intégrer; mais i S. dxfin. x 
£=— ï cof X. A regard de ^x y^'J- * «^qT- * ^» ©n té- 
lîijîra fin, x. cof zx , comme on Ta fiit pouifn* m x. cof nx, 
$c fintégration fera facile. 

En général, m ôc r étant des nombîes entiers pofîdfs ^ 
on réduira toutes les formules de cette forme d x. [Jin. x)* ^ 
on de celle-ci d x. (fm, ax)*. (cof bx) "•(/'>?. F x) ^ 
en finus ou cofinus ne la fomme ou de ia diftérencc des 
^cs axy bx yf X, II fuffit pour cela d'être au fait de ce 
que nous avons dit fiir* les finus & cofinus dans notre Géo- 
hîétrie , & d'avoir bien compris ce que nous venons de dire 
lùr cette matière. 

S. i^Iî£î=L./îi2. x;puifquc le dividende de cette firadion 

fin. X j ^ r . i 

cft la différentielle du divrfeur , ce-qui caradtcrife ( 14) la difFéren- 
•tieîlc d'un logarithme. De mcme.S. — ,^ '^ • = h. cof x ; 

S. ^^-- =L. tang. X , en iaifànt attention que la 

( eof. X )* tang. x. 

différentielle -r 1^^ — r- de la tangente, >eft dîvifée par 

(cof. X y 

— d X 

-cette même tangente ; dej^ême S. -7-: — rr^ =* 

o ' ^^^^ ifin.xycot.x 

ïi. cùt, X. La différentielle dejTfWétant , ainfi qu'on l'a dît 
ci-deffus , -^ — -, — r-, Ion aura §• -r — j — .» r ^ — • 


\ 
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LAC.*,* parce aae d.{copic.x)^ "*" ' . l'oa 

* S. — -j -^ '* ■*■ sa I^.ctf/?c.^> Revenons mainrenani 

luz fous'Cangentes des courbes* 

i26. Problême, Trouver la fous -tangente de la 
-courbe CMB (fîg, i6) dont l'équation e&C courbes 

michanîques n®. j ) -:i. = ^ Jin. — , ou^ = ^ X 

afin. «•, enfaUknt c=s= i O.Soit;;; Tare dont le (înus 
e& Xyb [ fera=s=^. afin.x^ bd[:=id{b.a.Jin.x). 
Pour avoir la différentielle d*un arc dont le hnus r t 
eSisrzx (fig. ly) , ayant tiré ri perpendiculaire 
€\is: P ^ 9 le triangle reâangle ^ r i ( on confidere 
Tare infiniment petit rb comme une ligne droite) 
iera ièmblable au triangle C ^ P ^ parce que ces 
triangles ont leurs côtés perpendiculaires, ce qui 
les rend femblables ; donc rb =dy(en ^i^t Tare 
arrssy) : b i=dx (on faitr/= x) ::Cb = l: 

dx 
C P= cof. y ; donc dy±=: — - — ; c*efi - a "dire • 

que la deferentUlU dtun arc efi égale à celle de /on 
finus ^ divijee par le cofinus du même arc ; donc 

h d X 

d.ih.a.fin^xy^sszdy-^ -r-^ r (**3îdonc^^ 

. V ( I — >^x) 


(*) C*eft-i-dire que dans ccttte courbe les ordonnées (ont 
ij^ales au produit de h par Tare E F correfpondanc dont le 
fmus , eff = jv ï= C P , & TprdoTinée PM =JK, le rayon 
C A du cercle étant = c = 15a défigne Tare dont k 
£nus eft x* 

i!^*)» énat le fiiuis y/ {I'^xk) eft le-co^u& 
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a Jin. x.y^ ( 1 — X x) d'où Ton tire ( pour 
lafig.i60CA = I : FE:: PE: PT. 

29 Problème. Trouver la fous-tangente de la 
courbe C D N , dont V équation e/? ^ = a:*, ou Lt.y 
s=,tr. L. X (fig. ij ). De réquation L.^ = jcL. ;»• , 
ou I X L,^=jrL. JCjToTitire i ; t. a: :: jc : Ij*y. 
Pour décrire cette courbe , ayant décrit une loga- 
rithmique B L, on prendra une ordonnée B A (fur 
cette logarithmique) qu'on fuppofcra = i (*), en 
faifant P M= jc ; alors A P fera == L. ;t: , & prenant la 
Jigne A B pour axe , fi Ion fait A Q = P M, & qu oq 
tire Q R parallèle à B P jufqu a la rencontre de Taxe 
A P de la logarithmique B L, on aura A R =a:L. jt; 
car les /triangles femblables ABP, AQR don- 
nent AB : AP:: AQ = PM : AR, ou I : 
h.x : i x: A R = :t:. L. x = L./y. Menant donc 
Q N parallèle & égale à A R , le point N appartien- 
• dra à la courbe cherchée ; on s'y prendra de même 
,pour trouver d'autres points de cette courbe. Si 
on fuppofeA: = 0, ce qui arrive au pçint C, alors 
L. j===o, & o étant le logarithmique de i =AB, 
on aujca AC=i=AB^ donc la courbe pafle 
par le point C. Si :r = i , L,;c=== o,L.^=o& 
y= I ; donc l'appliquée B D au point Beft = i. 
Revenons à notre problême. De l'équation L.y 

srr^L.^c^ron tire = rf:r. L. ;»:-+- x , 

y , * 

ou dy:=zy h. x^ d x +jy dx. Subftituant cette va- 
leur de ^ y dans la formule^-r- , Ton a la fous-tan- 

gente = -7 =i: ( ** ); c'eft-à-dire, 


( * ) C*eft-à-dire d'un pied ,> f\ Ton veut , d'un pouce , &c. 
( ** ) Cette fous-tangente doit $trç pcife , non ùiL Taj^e ^ E 


Calcul différentiel. ^^, 

que la fous- tangente eft troificme proportionnell» 
àAP + AB&AB. 

;jO. PROBLêME. Trouver la fons*tahgtme des Jpi^ 
ralcsdejousles^genres^ dont r équation (courb. ^ranfc. 6) 
cji c'^y =:= r^x^.fuppofons que An (^fip. i8 ) puijjk 
repréjenter ces fortes de courbes ; ayant ti /é les rayons ' 
infiniment proches CB, C/?, & décrit du point G 
comme centre , Tare infiniment p etit n m avec le 
rayon C a de la fpirale \ & ayant de plus mené la 
tangente N T, la ligôe CT perpendiculaire à BC 
fera la fousr-t^ngente cherchée. 

En faifant l'arc A /? = jc , le rayon C 72 de la 
Ijpirale =j,jp B = ^x, N/tz = ^j, les fedeurs 
(emblables B Cp^mQ «, donnent C/7 = r : C « 

y d X 

^=y II pH (dx) i nm^=r -. — ' ^' Cela pofé,' 

Tare n m étant cenfé égal à une ligne droite in- 
finiment petite perpendiculaire fur NC =j, les 
triangles redangles N CT, N tz/tz font cenfés fem- 

y d X 

blables, & donnent N m {dy) i n m{ ):; 

N C (y ) :CT= — ; mais l'équation c" x 

y"^ = r^ AT" donne m c'?^'"""' dy^=nr"' a;""' x * 

dx ^ dx^=z • bubltituant cette Valeur 


n r"* jf"""* 


dQ dx dans Texpreffion de CT , Ton a CT 


nr'^^rx''^^ nr'* X* r 


( en multipliant le nu- 


de la logarithmique , mais fur Taxe P B ( des x* de la courbe • 
propofée ; de fone que h cangeuce au poin. D efl =:= D / âc 
noa pas s=: D T» 


• 
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siérateur & le dénominateur par ^) 


mr^x'j^jc 


(eq fubftituant la valeur de «"y") = 


n r 


Sim=in=s I, comme dans la fpirale d'Archî- 
mèdes , dans laquelle Ton a c y s= r *• , la fous- 
tangente fera == — , d*où Ion tire rix ;:yz 

CT. Sî^=r, ce qui arrive au point A, alors 
X eft égal à la circonférence c du cercle géné-r 
rateur, & C T = a; == c ; donc oç auroit géo- 
métriquemçnt une ligne droite égale à la circon- 
férence du cercle , & par coriféquent fa quadrature, 
fi on pouvoit mener géométriquement une tan- 
gente au point A de la fpirale a Arcliîmède. Si m 

acrj-, &« = 5,ronaCT=^-I^-^,tfoùron 

tire 5 r : ^ x ::y : C T ; prenant donc une ligne 

^ quatrième proportionnelle au triple du rayon, au 

quintuple de labfciffe circulaire at & au rayon 

correfpondant de la fpirale, ou aura la longueur de 

^ la fous-tangente. 

Si dans 1 équation c"y=r^ x\ on fuppofe n =5 

•— icx;72s=i,on aura — - = — ^ ou y x ^sz c r. 

Subftituant ces valeurs de 172 , z? & y :e dans -— :^ 

Ton a CT = — c\ c eft-à-dire , que dans cette 
fpirale la fous-tangente eft confiante & égale à la 
circonférence du cercle générateur, ou à lare c, 
fi tf ne défigne quune partie de cette circonfé- 
rence. Le figne — ne changeant rien à la grandeur 
de la fous - tangente — c , on pourra faire quel- 
quefois dans la fuite cette fous-tangente = c. 
J^our trouver la fous ^ tàng^nu de lafpiraU loga^ 
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rithmqUe ^ je remarque que datis cetto fpirale , Tan^ 

le A C B ou Tare A B =« jk- , étant le logarithme 

rayon corre(ponclant CN^ Ton a (voyez let 

courbes tranfcendantes n^ 7) x^sm L. — =a=:/2« L, y^ 

dy 

en faifant c = i^^onc dx sssn^ , & C X 

yydx ny » v ,» 

r= ^^ = — -^ ; d ou 1 on tire r : m : yz 

CT* Si« = î = r, C f fera = jy* Donc pour une 

autre ordonnée { , Ton aura la fou5 - tangente 

-rs -l-L-j donc ces deux fous -tangentes feront 

cntr'elles^ comme les rayons j^ & {^ & les deux 
ttiângleç redangles formés par les tangentes , fous-* 
tangentes & rayons correfpondâhs , ayant les 
côtés qui comprennent l'angle droit ( iavoir lètf 
feus - tangentes & les >ayons ) proportionnels fe- 
ront femblables^ & par conféquent les angles que 
forment les rayons avec les tangentes ( ou , ce qui 
revient au même , avec la courbe ) -font égauit, 
entr eux ; ce qui s'accorde avec ce qu'on a dit dans 
la première Partie , Ciourbes tranfcendantes (7). 
Remarque. On trouvera toujours la valeur de 

y y d. X 

la ious-^angente pour toutes les courbes, 

telles que les ordonnées partent d*un point fixe, 
pourvu qu'on puifle avoir une équation entre ces 
ordonnées j^, de les arcs de cercle décrits d'un 
rayon = r ( qu'on pourra , C l'on veut , Êiire =«= i ;^ 
qui mefurent les angles que les ordonnées font avec 
une ligne donnée, ou avec l'ordonnée qui pdâè- 
par le point d'où l'on commence à compter \&^ 
abfciffes circulaires. 


V 
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3ï. Problême. BJA (fig. t^) étant fuppo/cc 

vnt courbe dont onpuiffe connoîtrt la fous^tangtnte j 
C Q pour un point quelconque M , trouver la fouS' 
tangente CT de la courbe bN ^ en Jiippofant quon 
connoît la relation entre les ordonnées MC = { , & 
Us ordonnées C N =y. Du point C avec les rayons 
;[& ^ > décrivez les arcs infiniment petits Mr, N^^ 
tirez les autres lignes qu*on voit dans la figure ^ & 
faites C Q = fw , quantité qui eft cenfée connue. 
les triangles C Q M , m M r ayant les angles C & r 
droits, & les angles M & ;w égaux (*), font fem- 
blables. Donc C M : C Q : : /wr : Mr, o\x [i m 11 

dz : Mr =: ■ ; mais les fe(5eurs fembla- 

blés C Mr, CN5 donnent CM: CN :: M r : 

N sy.ou i: y : : : N 5 ssc 


». 


? 7r 

Maintenant lés triangles fembtables N/^ 5, NC T; 
donnent /x 5 : Nî : : N C : C T, ou ^y 2 — ^— î 

y 2CT=5 , ^ . 

Si on fuppofe que Ton ait toujours MN=z^« 
sszby alors jy =:jj^ -f- i ; donc dy ^zsz d[ te CT 

s= • ( *^ ) j qu oô conftruira ainfi ; par les 

^ points M & Q , ayant tiré la tangente M Q, on lui 
mènera par le point N la parallèle Ng^; tirant en- 
fuite ^M, on mènera JNT parallèle à ^M, & la 


[*) Car ces angles différent infiniment peu, â caufè dcc 
points M & m infiniment proches* 

(**) Car alors _^±-.= i. ' * 

ligne 
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ligne CT^ra la fous-tangente cherchées caries 
triantes femblables C M ^ , C N^ donnent C M 

(O : Cj C/77) : : CN (y) : Cg=: Jl^. Les trian^ 

gles femblables , CM g, C N T donnent C M s 

C^:: CN: CT, ou ç: «^:: y : CT=!1!:L; 

Si la ligne MB eft droite & qu*on fafle tou- 
jours MN == ^ * = i,J'on aura la conchoïde de 
Nicomède (voyez les courbes algébriques n"". 5p). 

Si Ion fuppiDfe que l'équation de la courbe N^ 
foit jK^= î^ ^^"^-rrr: f ii% en faifantM— ;2 = r; 
l'on aura My^"" ^/y == n a'' 7"-' i/7, ^7=3 

' /la^?'-' ' Subftituant cette valeur de ^ ç dan» 
, »ix>r^f p^„orx M-'"^v>^'* Mmjv'û'^» 

^ —7^ • Si M:^j&«===2, l'on aura ex 
-, dou Ion tire 2^ : ^mw yi CT; 


p eft-à-dire , ^ue la fous-tangente eft alors quatrié- 
irie proportionnelle au double de Tordonnée CM, 
au quintuple de la fous - tangente Cf , & à l'or- 
donnée C N, 

application du cakul diffirtntitl aux tangentes , fous^ 

. normales ^ normales , à la méthode de déterminer 

Pangle de la combe avec une ligne parallèle aux 

abfcifes ou aux ordonnées , & aux afymptotes 

des courbes^ 

52. Etant donnée la fous-tangente P T ( fig, i); 
par le point T extrémité de la fous - tangente i 
Tome m. j) 
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le point m extrémité de l'ordonnée correspondante , 
on mènera la ligne /72T, qui, fera éviclemment la 
tangente cherchée ; car la pofition d une ligne 
droite ne dépend que de deux points ; il fuffit donc 
de déterminer la fous - tangente par la méthode 
précédente , ou par une autre méthode. Néan- 
moins pour déterminer la tangente par le calcul 
différentiel , je remarque que les triangles mnKy 
?w PT étant femblables , Ton a R /2 : /// 72 : : mVz 
mT; mais Kn=dy, &c (mny— C/wR)^-h 
( nKy = C dx y + (dyy C" ),; donc m n =^ 
l/'(dx'^'+'dy'-)ydoncdy:l/'Cdx^-^dy)::yi 

I7Î T = ~ y^(dx^'hdy^), tangente cherchée 

que nous ferons = t. Si Ton fubftitue dans cette 

formule la valeur de dx^^ tirée de 1 équation 

de la coudbe. Ton aura la valeur de la tangent* 

cherchée. 

• Dans la parabole dont Péquatipn eft j'*==/7 x , loi^ 

Vi2ydyz=zpdx,dx=^ — ^— ^ ^^ ==-^l — î 

y d x^-^^dy y"" d x^ 

donc l'on aura r*= -—^ -=j^*+ — 71—^ 

dy 4r 

Subftituant maintenant la valeur de d x"- , que 

»^- * ■ 

nous venons de trouver , il vient /* = y"- 


4JK* 


px^ -ALJL- --r/; JC-H4 xx^ enfubftituant 


P* 


la valeur de y* ; donc / = \^ p x-^^xx. 

Il fera cependant plus commode , ayant la và-^ 


(*) Onfirppofe ici que l'angle que font les ordonnées avec les 
ttfciiref^eftjdrplc. 


^y 


r' 
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leur de la fous-tangente que je fuppoferai =R ^ 
de faire ï = |^(R^ +y^) C) , 6c l'on trouver! 
la même valeur delà tangente* Par exemple, lâ 
fous-tangente de la parabole étant = 2 x, ainff 
qu'on Ta dit ci-deflus , Fon a / = V^C^xx-i^y ) 

' ©ans les paraboles des genres fupérieurs, la 
fous-tangente eft = \^'^'^)^ (10) =: /' ^ 




en faifant m+n:=si donc R* == . & ^ 


J^JC* 


^(^—i Hj'*), cxpreiïîon dans laquelle on 

peut, fî Ton veut, fubftituer la valeur dej^*. 

Dans la ijptrale d'Archimèdc, h fous •tangente cftc= !LL. 
(5o)i donc r» = 1^ +^»= IIl^Lt^!! . Or dans cL 

Ipiralc c^rsr*, ys=: ,^* _ .Jonc t» sa 

-j^ , & t= V C J > Dans la fpirale 

iyperbôlique R as r } donc f = y/ c^-f-j*. Dans la 
ipîrale logarithmique R = JjL (30)= ny , en faifant 

r = 1 ; donc t s=s \/ nny y H- j^ * = V i^*, en fuppo^ 
fant 7ï =: I. Dans la logarithmique la fous -tangente cft 
3=fl(ii)j 'donc f =5 V tffl-*-^^. 


♦ 


(*) t eft rhypothënûfe d'un triangle reftan^Ie , dont R&j^ 
-font les côtés. On yoit bien que nous fuppofons que Ton a 
trouvé R , dans la fiippoCiion queTangle des co-ordoorices cft 
droit. 

Da 


«• 
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33. \PROBLêME. Trouver la formule géniraU 
ife la fous - normale PL ( * ) dans une courbe algé- 
brique (fg^ I ). Les triangles mn R, P/w L ayant 
leurs côtés perpendiculaires ( ** ) , font fembla- 
bles ; donc m K : ri K :: m¥ : P L, ou d xi 

^y : : j^ : P L = . Si dans cette\ valeur on 

t dx 

fubftitue la valeur àe dx, ou celle de dy prife 
de Téquation à la courbe , l'on aura la fous-nor-^ 
maie que nous appellerons u , exprimée en termes 
finis. 

Dans la parabole , Ion ay^ = ax, 2ydy=: 

ûdxj dy =: '- — — . Subftituant cette valeur 

ly 

1 . j^^j" o ay û 

dans u =: — ; , 1 on aura u = =* — ; 

d X iy z 

c'ell - à - dire , que àsmt là parabole là fous- 
normale eft confiante & égale a la moitié du pa- 
xamétrè. 

Dans les paraboles des genres fupérieurs , Ton 

a ( 10) dx = (>" + '')^-— '<(/ , Subftituant 

cette valeur dans «/ , ou , ce qui revient au même , 
divifant y dy par cette quantité , il vient w 3=5 ^ 

-îj r . ^. a= ; r (eumul- 

tîpliant tout, c'eft*a-aire, le numérateur & 
le dénominateur par *• ^ ) 3= 


(n -+- m)xy 


( * ) La fous - normale eft la partie de Taxe comprilè entre 
l'ordonnée Pm , & la rencontre de la normale ou pcrpeadicn-. 
laiie m L à la tangente. 

(**.^ On fuppofe Tangle des ordonnées droit. 
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f en fubftituant la valeur de <î'" x'y= , ^ — . 

Si /? =ss x;z = I , comme dans la parabole vulgaire^ 

«s y* a * a ^ , ^ 

1 on a // = -— = = — , û elt le paramc-* 

IX ZX 1 

7 y y 
tre. Si/î=s=7 &w=^, « fera = ; d*ou 

Ton tire lO x :j y :: y: u. * • 

Dans les courbes dans lefquelles y'" jc''=a'*'^^ 

r=: I (*) , en faifent ^ = i , ou j<" == =^""% 


ou y = Jt""" =a;'' ( en faifant •— = r). Ton 

a dy^ifx^'^dxi fubftituant cette valeur de 
dy dans -^^-- » il vient U7=ryx^''^ ^sz^^ — . 

^ dx •^ X 

= — :— — •Xàcaufedey=*^).Si/72=î:2&/2=iO- 

X 

Kyy 

tFon ar = — c&a=: — ^ Ainfi dans 

^ X ' 

ces courbes la fous - normale P h étant négative 
C fig.2 ) doit être prife en allant vers Torigine Ades 
abfcifles. ^ 

. Dans l'ellipfe , en comptant les abfcifles depuis 

le centre. Ton aj*=-T — — y.iaa — xx)^2ydy:=:i 

zhb X dx ^—hhxdx y 4y 

, dy ï= , u = — rf 


a XL *^ ^ A û ^ dx 

« % 

(*) Toutes les courbes dans lefquelles le produit d'une puift 
(ânce pofîtive de l'ordonnée , par une puilTance pofitive da 
XHpiàSty efl égal âuoe quanuté confiante, font appell^e^ 
J^yper-bolcs. 

D } • 


V. 
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hb X 

tss (* ). Dans le cercle t ssz a ^ 8i 

» = — r;c*eft-à-dire, que la fous -normale du 
cercle eft égale à rabfciflê comptée depuis le 
centre. 

R E M A R v^ V B. En appellant la (bus - tangente R » Ton a 
(par h. propriété du triangle redangle T/nL) (fig. r) TP: 

y y 

mP:: mPrPL, ouR:^::j': u = • ConnoîiTaoit 

donc la fous-tangente , on aura facilement la fous -normale^ 

yy 

de plus la formule fcrvira également pour les courbes 

donc les ordonnées panent d'un point : mais alors on prend ta 
fous -normale CL(fig* i8) fur le prolongement de la fous* 
tang^ente TC. 
Dans la courbe dont Téquation cft j^ = ^* (fig. 17) la 

fous-tangente R étant (i$) = , 1 on a a = — — — » 

l-l-L.* I 

J'od Ton tire i ijry :: i^J^ x : u ^ ou ( i caufe dey =s 
* * , ce qui donne ^* = jc**)i:;if**:: ï ^h,x: u. 
Dans la courbe dont l'équation eàj^ = b* ajin» x y la fous-» 

tangente R cft (t8)=: a fin. x y/ (x -^xx)^ sas 

w9 A fi fi M 

- — -— -; d'où Ton tire yj (t -^ x x i) J:; a fin. xî u. 
Dans les fpirales de tous les genres , dans lesquelles la fbos^ 


(* 


) Le fîffne — indique qu'il faut prendi'e la (bus-^normafe 
PL (fig. 4) , en allant vers Torigine C des abfciflès , auliecî 
qu'en comptant les abfciilès depuis Torigine A du diamètre^ on 
la prendroit en s*éloignant de cette origine j mais dans ITiyper- 

bole, dont l'équation eft^*= X (x* — a*), on 

bBx 

wura li c= j donc alors il&uditi prendre k > en s'éloH: 


«4 


gnam de roûgùie des x* 
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ss, 


[5; ou ^30; =- 
nryy nvy 


tanMnie CT (fig. x8) eft (30)==' , roaa 


m X y . nue 

7 »'J' 


-• Siw = 3 & /i = 7> I*on a u 


3 * 


, ou } :c : 7 r : :^: M s=s C L.On trouvcroit la méxiur 
cliofe , fi au lieu de divifer^* par la fous-tangente exprin^ 
en termes finis , Ton divifoit par la fous - Kingente . 

r dy 
r dy 

( ce qui convient dans ce cas ) , pour avoir u = — r , d*oil 

Ton tirerôit la même valeur ; mais lorfqu'on a R en teriûct 
finis , il eft inutile d'employer le calcul diftérçntiel. 

Dans la fpirale hyperbolique, Ton a (30) R == c 3 dontf 

Il = , ou C :jf\xjri M. Dans la fpirale logarithmi-* 

c 

ny . ^J 

«uc (30) R :;= \ donc u = > ou /i : r : : ^ ; a» 

r » 

Si /i == r = I , Ton a u ==r > n^ais alors (30) R =^ ; donc 
dans ce cas la fous -normale eft toujours égale a la fous- 
tangente. 

Remarque. La fous-tangente des courbes algébriques qui 

y d X ■ 

€>nt leurs ordonnées parallèles , eft s= ,. ainfi qu*on 

dy 

Ta vu ci-defTus. Si on divife^^ par cette quantité , Ton aura 

y dy \ rr 

U = 2L- (*) ^ comme ci-deffiis. 

d X 

34. Problème. Trouver tcxpreffion générale 
de la normale dans une courbe algébrique dont les 
ordonnées font perpendiculaires aux abfcijfes. Les 
triangles femblables mnKy mFL (fig. i Jdonnent 
mK: mn :: mV : mL , ou dx: j/^Cdx^-jr^y^} 

iiyimh:=— y^yCdx'^'^djy^}. 

i^ 1 ^ , . 

. C) Cette formule fbppofè que.la courbe eft rapportée à l'axci . 


mm^Ê 
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Dans la parabole j'* ==:p x, iydy=sfdx^ 

dy ^sz , «y* = i donc «Xt 

y y^f*. vv d x^ y dx 

Il eft évident qu'en appellam la (bus-normale w , Ton aura 
la normale M = V {^ ^^ -hX^)> ^c qui eft général pour coûtes 
ks courbes , & même celles dom les ordonnées parceoc d'ua 
même point. 

Dans la fpiralc hyperbolique , Ton a (33) u = — — jdouc 

d'où Ton tire c : j^ : : V ( 4^* 4- c* ) : M. 

Il eft évident qu'ayant la fous-normale P L. (fig, première), 
îl fuffit de mener (par rextrémité L de la foils- normale & 
l'extrémité m de Tordonnée correrponda^ce ) la ligne ;/i l* , qui 
iera la normale de la courbe A m. 

Remarque i. La formule de la (bus-aor- 

Y d y 

maie fuppofe que langle des ordonnées eft 

droit. S'il étoii oblique, on changeroit (courbes 
algébriques j* ) Téquation de la propofée en une 
autre , dans laquelle cet angle feroit droit, & Ton 
auroit enfuite facilement la îpus-normale. 

Remarque II. Nous n*avons appliqué laformule 
de la fous-tangente qu'aux courbes dont on a Téqua- 
tion en termes finis, pour faire voir fon ufage dans 
les courbes dont Téqùation renferme desdifiFerentiel» 
}es^ foitpropofé de trouver la Cous-tangente de la 
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courbe dont réquatîon eft dx^ssZ^ 'Z^Zl,(^y^ 

y d. X 

donc — — = — v^(tf4 — y y)* Mais la fous- 

tangente eft =s ; donc dans cette courbe, 

la fous-tangente =— ï/'f ^ a-^yy). Maintenant; 
parce que le quarré de la tangente eft égal à la 
lonvne des quarrés de l'ordonnée & de la fous-, 
tangente , & que le quarré de la fous - tangente 
eft = /f tf — y y (**"), Ton a te quarré de la 
tangente = j^ v -h aa-^^y y = ^ tf , & la tan- 
gente = a ; dfonc dans cette courbe la tangente 
eft conftante. 

Suppofons une autre courbe dont l'équation foit 
2. a y dx'=s=idy {aa — y y) , dont on demande la 

fous -tangente. Donc — =: : 

d'où Ton tire a aia^y : ; a — yx R fous-tangente 
cherchée. 

Soit l'équation de la courbe ^ x dy =zd x x, 

( m ) dont bn« demande la fous-normale u. 

y , 

y d-jf CL d "— • XX 

L'on aura donc -- — = . 1 ainlT 2 x1a 

d X IX ^ 

^x iia-'^x: tt. 

3 y. P R B L ô M E. Trouver Vtxprejjîon de ta 

ligne AT comprife entre Corigine A des abftif- 

fcs & la rencontre de la tangente ( jig. 1 ). Si 


( * ) Nous appellerons cette courbe traâlrice , nous en donner 
ipns la conibrudion dans la fiiite de cet Ouvrage* 

(**) On metaa — j^^ au lieu de — < (aà — XX)>parcQ 
|ue le quarré d'une ^uancké négative ~^ eft=:i% 


^ I 
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de P T Ton retranche A P , Ton aura AT 

jr d X yix'^x dy _. 

5= Jf = ' . Pour avoir 

ày dy 

Texpreffion de A B, on fera P m : P T : : A T r 

-A Ti y^^ ydx — xdjr ydx — xdy 

A B , OU — : ^ " 




dy dy d x 

= AB. 

35. Problème, étant donnée une courbe A m 
( dans laquelle C angle des co-ordonnées eft droit ) ^ 
trouver le point auquel cette courbe fait un angle donne 
avec une ligne parallèle aux abfcijfes ou aux or» 
données (fig. 1 ). L'angle nmK tA Tangle que 
fait la ligne m R parallèle aux abfciilès avec la 
courbe ou avec la tangente à la courbe au point 
m , & Tangle /n/r R eft Tangle que fait la courbe 
avec Tordonnée correfpondante p n. Or le trian- 
gle reftangle mnK donne ( Voyez la Géométrie > 
m R : « R : : r ( rayon ) 2 tangente de 1 angfe nmK 
&= T , ou en faifant r = i , dx : dy :: i : T 

5= . Le même triangle donne dyidxi: i : 

d X 

d X 

/ = ^ tangente de Tangïe Knm.Il (uffit donc 

d'égaler ces formules à la tangente de l'angle donnée 
pour en déduire enfuite, par le moyen de réquation 
de la courbe , la valeur de l'ordonnée ou de Pabfcifle 
.correfpondante. 

Si l'on demande , par eicômple , à quel point de 
la parabote Tangle que forme la courbe avec une 
ligne parallèle à l'axe eft de^j*. Comme la tan- 

d'Y 

gente de 4J^ eft égale au rayon = i , Ton a — — 


=: i ^ dy =B dxé Or par la nature de la para> 
bole, yy z=jf X y 2y dy rsiz p dx\ & parce que 
par la nature du prfDbicme dy doit étre=i^j:. Toit 


■I 
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a :Lyixr=zpdxy iy:sszp^y^=i — • Mais (Seftions 

X 

coniques 8 ) l'ordonnée qui paflè par le foyer eft 
égale au demi-paramètre; donc dans toutes les par 
raboles , Tangle de la courbe avec une ligne pa- 
rallèle à Taxe , eft de 45*® au point correfponoant 
au foyer. 

Si Ton demande à quel point la tangente de Tangle 

de la courbe & de l'ordonnée fera égale au demi* 

rayon s= | dans la même parabole. L on aura 

= ^, 2 </jr = dy. Or par la nature de la para- 
bole y y s= p X ^ 2ydy = p d x. Subftituant 
dans cette équation la valeur 2 dx de dy. Ton 

trouvera ^ydx c=:/? dx, ^y =z p, y =î — .^ 

Subftituant cette valeur de' j^ dans l'équation y y 

pp p 
t=ipxfy l'on a ==/^^> = *; donc cela 

arrivera au point correfpon^M^à ime abfciflè égale 
à la feiziéme partie du paramètre/ 

Sil'on demande à quel point de l'hyperbole éqûi- 
latère la tangente de l'angle de la courbe avec 
l'ordonnée fera = x , i étant le rayon. Dans ce 

dx 

cas — = I , dx^ssz dy. L'équation à l'hyper- 

bole équilatère étant yy ^ssx 2ax -^ xx. Ion a 
aydy =2 tf dx'^à.x dx, ou ( parce que par la 
nature du problême dx=^dy) 2ydx :=:2adx 
4- 2 X dxy ou^ = tf -H X. Subftituant cette va* 
leur de y dans Féquatioti de la courbe , Ton à 
(.a-^xy 1SS12 a x^x X , on a a + 2ax^xX 
^=:2ax'+'Xx,ouaa=2ax'^xx — 2ax 

AT AT c=o , c6 qiri ne peut être ; donc Thypérbota 
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équilatère ne fait nulle part un angle de 45* degréf 
avec une ligne parallèle à Taxe des ordonnées. 

Si Ion demande à quel point Tangle de la 
courbe avec une ligne parallèle à Taxe des abC- 
ciflès fera de 45*^ dans la courbe dont réquation 

e{t Y y z=: 2 a X -^ 2 x x ^ Ton aura ■ 

= I, & par la nature de la courbe 2y dy ^=5^ 

^adx-^^^xdx^ donc === 

dx iy 

= I, 2 y = 2 tf 4-4ar, 4^* = {2a -H 4^)*» 
ou C en fubftituant la vafcur de^^) 4(2^^ 
•+-2Araf) = (2^-4-4Jc)^, ou 8 tf;ir -+-8jtx 
s=4tfa+ i(5tfa:-+-i6 x^\ ou tranfpofant & 
xéduifant, % x^ -+- 8 tf:c s=: — /^aa^ xx -h tf x 

t= — \ aa\i>i en complétant le premier membre, 

€La , , 0,0. 
x^ -Htf AT-t- •=:-aa — 7 tf<î= . 

4 * \ 4 

Prenant les racines , Ton z x ^ r<^=Trbt^ 
f^ ( — a a) y quantllUÉnaginaire , qui fait voir que 
la courbe propofée ne peut faire ouUe part un angle 
de 45*° avec une ligne parallèle aux abfcifles. 

Remarque. Si dx étoit fuppofé infiniment 
plus petit que dy , la tangente — feroît in- 
finiment petite , & alors Tordonnée feroit paraV 
lèle à la tangente au point cherché & fe con- 
fondroit avec elle , comme cela arrive à Torigine A 
de la parabole ( figure première ). Si au con* 
traire dy étoit infiniment plus petit que dx^ h 

valeur de feroit alors infiniment petite , la 

tangente de Tangle de la courbe avec une lign^ 
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parallèle à Tax^ des x , ou avec Taxe des x feroît 
infiniment petite ; mais cet angle étant infiniment 
petit , cette tangente feroit cenfée ne rencontrer 
l'axe qu*à une diftance infinie; la fous-tangente fe-. 
roit cenfée infinie , & la tangente parallèle à Taxe 
des abfcifles : c'eft ce qui arrive en M extrémité du 
quart de cercle A M ( fig* 4). A cette occaCon, 
Ton peut remarquer que tandis que dy a quelque 
grandeur , la tangente rencontre quelque part 
Taxe PT des abfcifles, & que la fous-tangente r T 
eft infinie lorfque Tangie T eft infiniment petit. 
Mais parce que Ton conçoit que la tangente /zeT. 
( il en eft de même de la fous - tangente ) n a pas 
diminué, lorfquelle eft entièrement devenue pa- 
rallèle à Taxe, on dit qu'elle eft alors infinie; en enet 
lorfque cet|^ tangente devient ainfi parallèle, 
dy devient ro plus en plus petit , il devient même 

pbfolument = o, & la formule — ; — devient=Ow 

a X 

Ainfi cette expreflîon indique que la tangente 

eft parallèle aux abfcifles ; mais l'expreflion , 

indique que la tangente eft parallèle aux ordon- 
nées. Néanmoins nous ne prétendons pas que 
Ton puifle divifef quelque chofe par le o pur; 
ainfi il faut entendre cela dans le feus que nous 
venons de l'expliquer (*). 


(*) C'eft ce qu'on pourra concevoir plus facilement , en 
'feilant attention que les deux ordonnées CM, pN foi« 
<enfées n'avoir aucune différence, & aboutiffent toutes les 
deux à la ligne M D , avec laquelle l'arc M N ei^ cenfé & 
confondre. Pour tnarquec que d^ dk iniSnitnem plus petic 
aue dx ^ ou réciproquement , nous eyprimerons dy par m 
jAins le premier cas/ & dx par g dans le fécond cas» 
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Si Ton demande dans quel point de la courbe 
la tangente efl parallèle aux abfciilès, il eft évident 
qu on trouvera ce point en fuppofant dysso dans 

ia fradion . — ^^— . Si au contraire Ton demande 

ax 

dans quel endroit la tangente eft parallèle aux or- 
données , il fuifira de faire la valeur de la frac- 
tion — ; — =0, ou ce qui revient au méfne , de 

fuppofer d X s=z o. Donc C Ton fupp'ofè * • 

s= — > l'on aura une tangente parallèle aux oi> 

données lorfqu*on aura le numérateur =0, &une 
tangente parallèle aux abfciilès , lor^e le dénomi- 
nateur fera = o, w 

37. Problême. A quel point dt la parabole la 
tangente eft paralliU aux ordonnées. Dans la para-* 

bole, Voti ^y^ ^s=si px^ 2y dy :=i p dx^ 

dy 

.. Si Ton fuppofe le numérateur 2^=50, 


V 

Ion aura j^ = o; & fubftituant cette valeur dans 

Téquation y y =:/7 x , Ton a O 5=/? x^ X7=. ,. 

p 

= o. Donc dans la parabole , la tangente eft pa- 
rallèle aux ordonnées à lorigine des abfciflès, 
ou au point auquel a;=o. Mais cooimeon ne peut 
pas fuppofer le dénominateur /?= o , il n*y a au- 
cun point dans la parabole auquel la tangente foit 
parallèle aux abfcifles. 

Dans le cercle , Ton aj'* t=^ 2ax — x x ^ y 

c=zy^(2ax — xx)^ 2y dy=szadx'-^2xdx. 


ri*M« 
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d X 

y iyssxt^a-^x) dx ^ 


V( % ax — xx) , 
a — X 

Si Ton fuppofe le numérateur = o. Ton a 
\^ (a ax — X X ) =0; & en élevant au 
cimxré, 2ax — ^* = o, ou en changeant les 
jCgnes, x* — 2 ax =i — O, ou en complétant 
le premier membre, x^ — 2ax + aa = 04- a* 
== fl*; & en prenant les racines. Ion a x — ./2=: 
^l/'aa:=^±ayX=za±:ay ou x =: 2a^ & 
X = O. Donc la tangente du cercle eft parallèle 
aux ordonnées , aux extrémités du diamètre. Si 
Ton fuppofe le dénominateur = 0, Ton a ^ — x 
s= o , fl = jc; donc la tangente du cca-cle eft pa- 
rallèle aux abfcifles au point qui répond à Tabf 
cifle x = a, ceft-à-dire, au point qui répond au 
centre. Venons aux afy mptotes C). 

38. l^nc afymptou eft une ligne droite qu on peut 
regarder comme la tangente d*une courbe à une 
jdiftance infinie ; de forte que lorfque la diftance de 
Tafymptote à I4 courbe eft plus petite qu aucune 
quantité donnée , on peut la regarder comme nulle. 
Mais cela ne fuffit point pour qu une telle ligne 
ibit afymptote,i| faut encore qu'on puiffe déterminer 
fa polition de manière que la diftance de cette ligne 
à Tgrigine delà courbe loit finie. Parmi les afympto- 
tes , les unes font parallèles aux abfcifles , les autres 
aiix ordonnées. Pour aii^ir une afymptote parallèle 
aux abfcifles, il eft néceflàire I^qu en fuppofent x 

... dx 

(pofitif ou négatif) infini dans la valeur de — 3^^ 


•rfibi 


(*)*Il s'agît ici des afyœptQtes reélilighes , on aparlé allés • 
ma long des afymptoces courbes daus la pcemieiK Parue, 


«^^■■■■«1 


^4 Cours de Mathématiques. 

'^ .11 ■ ^ 

dans la/raifonde dx : dy ^ dy^ foit =o , ou (î Ton 
veut infiniment plus petit que d x. 2^. Que y foit fini 
ou = o. Si y = G , la ligne des x eft elle-mênic 
afymptote, 5i y eft fini & == ^, par exemple, 
la ligne parallèle à Taxe des x & éloignée de cet 
sxe de la quantité b^ fera afymptote. De même 
pour avoir une afymptote parallèle aux ordoii- 
nées , il faut que dans la fuppofition de ±^ infini , 

la valeur de * foit = o, ou que i/jc foit 

fuppofé infiniment plus petit que dy^ic que x 
dans cette fuppofition foit = o , ou fini. Si en 

/ d- X 

fuppofant ± X infini , la valeur de — - — eft 

*. dy 

finie , on connoîtra Tangle que forme rafymp- 
tote avec Taxe des r ; mais pour que la ligne ainfî 
déterminée foit afymptote, il faut que la partie 
de Taxe ( prolongé s'il le faut ) comprife entre 
Torigine des a; , & la rencontre de Taxe par cette 
ligne, foit finie. Ceft pourquoi cherchant la fous- 
tangente Q*un point infiniment éloigné , & de cette 
fous-tangente retranchant VabfciflTe, fi ce qui refte 
eft fini ou =o, la ligne menée par ce point fous 
langle déterminé, fera lafymptote de la courbe. 

^^.VROBLEMlE.Trouver les ajymptotes de la courbe 
mn ( fig. 20 ) , dont réquoijon , en fuppofant Us 
abfclffis A P = :c , /«5 ordonnées Vn^^s^y^ ejly x =a 

tf :t -f-fli, ou^=tf+ . En fup'pofant x 

X 

t= 00, le terme . difparoît devant « , & Ton 

^y ^=za. Mais en différenciant Téquation de la 
courbe, on txoyxsQ y dX'-^-x d y •sszadx^ onydx 

— a dx 
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•»— adx^sz-'^xdy^ «^-^ — c=: , Si Ton 

. -^ • ^ ~ ^, 
(lippofe i/j^' = o. Ton a, aînfi qu*on la vu cî- 

defius , une tangente parallèle aux aDfcîlTes smais en 
faifant le dénominateur y — ^ = o , Ton ay=a. 
Donc prenant AD= a^ & par le point D me- 
nant DF parallèle à AB, la ligne D F fera afymp* 
tote de la courbe. Si Ton fuppofe y =qo , dans 

cette fuppofition ré(|uation y s=:a + ne 

peut avoir lieu qu'en fuppofant x = i , 6c 
alors le terme a difparoît devant — , qui eflr 

il X 

infiniment grand» Mais fi dans la formule 


r '-^ 


- , on fuppofe le numérateur = o ; 


l*on a — :r=05&Jtr = o. Ainfi nous avons une* 
tangente parallèle aux ordonnées, & qui pafle 
par le point correfoondant à Ar== o; donc fi par le 
poin^ A 3 origine des x , on tire la ligne A C pa- 
r^lèle aux ordonnées ^ cette ligne fera encore 
afymptôte» 

40. Problème. Trouver Us ajymptous de Vhy^ 
ftrboU dont Inéquation ^ tn fuppofant U premier axe 

* # r 

z=s a& U paramétra de cet axe =/, ^ ^* = — ^ 
{ax-\-x,x^ ouy-^ssi — XX ^ enfupfofantxte=::^Qc(^)^ 

/ %/ r» 

Uon a donc y = — -^ x ^ d y ^=^ —, — • dxl 


im 


(") Dans cette iùppolîdon, ax diiparoic par rappon àxx< 
Tome III. E 
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ya.dy=:yp.axy — =«—7 — • Et parce 

que Ton ne peut fuppofer ni « ni /? = o , la 
courbe n*a aucune alymptote parallèle aux or- 
données ou aux abfciues ; mais la ligne qui fait 

avec Taxe un angle dont la tangente — -^ — 

a X 

cft = — ' — ,eft cenfée tangente de la courbe à 

une diftance infinie. Pour découvrir C cette ligne 
eft afymptôte , je cherche la fous-tangente de Thy 

perbole, que Ion trouve (10) = 


ia-^x 
a X'^x X 

ax -^ XX '^ i ax ''^ XX \ax 


d*où retranchant a: , il vient 


TA( fig.21) qui, dans la fuppofitiondeArinfini^ 
devient = = î ^î donc la ligne cherchée 

x 

pafle par le point C , milieu de Taxe. Pour déter- 
miner un autre point B de cette ligne C B , je 
remarque que le triangle C AB étant reftangle, 
1 on a le cofinus de l'angle C :Jin. C : : C A = -î- : 

A B , ou parce ||ue ■ = tang. C — 


cqf.C '^' Va* 

|/^:ï/"/^::î^:AB===ftf.~^=^ÎJ/^^;.. 

• ^^ . 

Or en fuppofant le fécond axe = ^ , on auroit le para- 
mètre du premier, en faifant ( Voyez les Sedions 
coniques) a:l? :: bi p y Q\xbb:=^apy b :=:}/' a p 

h 

&' — = \ y^api donc en m/enant parle point A 


. 


4Ci 
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la ligne A B perpendiculaîre au premier axe , & 
faifant cette ligne égale à la moitié du fécond axe, 
tirant enfuite par les points C & B la ligne C B ,* 
cette ligne fera, afymptote de l'hyperbole. 

41. Problème. Déterminer les afymptotes de la courte 
àont réquadon ejl xjr^ H-J^x^ = b x^ -hhK Cher- ^ 

chant la valeur de^ en y , je trouve^* -4- xy =^ b x 


• Complétant le premier membre , j'ai^* -f- xy-j^ ■ - 

X , ^ 

^ -+- 3 ^ -f- — — — j d'odje tire aifément, en pre-» 

nant \t^ racines & tranfp6fant,^=:— -1- -f- y/ ( **^ 

4- J :v -f. ■ ) . Dodc dans la fuppofîtion de x infini 

les deux valeurs ity feront^ = J, &^ = — x (*). Dif- 


(*).En prenant la racine de la quantité fous le figne, le 
premier terme fera ^. Si l'on divife le fécond terme par le 

double du premier félon la méthode ordinaire, c^eft-à-dire fi l'on 
diyife Ix par », 1 on a le fécond tprme ^ .de la racine. Multi^ 
pliant ^ par x & ajoutant le quarré de b pour le retrancher 
auFi bien que ^ :v de la ^ancité qui eft fous le figne , il 

'^^^ "T ^ ^* Continuant l'opération , on trouve àt^ 

quatités infiniment plus petites que b ; ainfi on peut les*né- 
gbger. Un peut auili concevoir cela de cette autre ^nanierc, 

A caufe de a? =: oo , le terme . difparoît devant les 

autres, & ajoutant ii, ce qui eft permis dans ce cas, car 
une quantité finie ajoutée â une quantité infinie n'eft pas 
cenfée augmenter la racine de celle-ci, l'on aura * 

+ bx-^bby dont la racine cil — î!— -f.^. 

È ij 
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férenciant maintenant l'équation J>ropofée 6c rranfpofanc/ 
ilvieni 2 Ar^d[y-f-x* dy^=:i b xdx^^^^ dx — xjr xd Xy 
CM dx t djr : : 1 xjr -f. X AT : zbx — jr^ — zy x^ 
^ Suppofant X infini , & prenant la première valeur de^ , on 
trouve dx: dy \ i XXI — bh i i co i — f) h ^ c'eft-à-dire , 
comme une quantité infinie à une quantité finie ^ donc puis- 
qu'on peut regarder b b comme © par rapport ai xx y Ton 
peut fuppofer ^ = o ; donc on a à rinrini , une tangente 
parallèle à la ligne des aJbfciiTès. C'eft pourquoi , fi ayant pris 
A F ( fig. 11 ) pour la ligne des abfcifïès , & ayant fiippofé 
A B = é , on fait le quarré AB C D , la droite D C M fera 
tangente de la courbe a Tinfini , & fera une afymptote. Si Ton 
prend la féconde valeur àty , Ton aura d x x dy : iix — 1 , 
t'eft-à-dire que dy fera = — ^ ;>!: ; donc ayant fijppofé B G 
trzb = A H, on mènera A G ( Ton mené B G du côté op- 
pofé à caufe du figne — ) , & la tangente d'un point infiai- 
ment éloigné fera parallèle à A G» rour favoir fi cette pa« 

• y d X 

rallele eft une afymptote , je cherche la fous-tangente — — , 
qui dans ce cas eft= — 7 — — >d*od retranchante, 

îl vient ' , — «-^Hr — ^ * qui. dans la CippoC* 

lion de X infini & de^== — x^ devient s= — i 3 ; c'eft 
pourquoi prenant A F e=: 1 i , fi par le point F on mené F R 
parallèle a A G, l'on aura une afymptote de la courbe. 
En fuppofànt a? = o , l'on trouvera y infini , & la raîfôn 
de d XI dy pourra être regardée comme plus petite qu'aucune 
quantité donnée. Donc fi par le point A on mené P Q pa- 
rallèle aux ordonnées , cette ligne fera afymptote de la 
<^ourbe. Si on fuppofe *— x infini , on trouvera par la 
même méthode que les lignes M D , R C prolongées du 
cpté de N & de. S , ibnt aufli afymptotes. 

41. Problême. Déterminer fi la courbe dont Véquatïoit 
tjt û •• '"," jc » -h ^ '*=j^'^ ( n étant pîus petite que m) a des 
afymptotes ou non» Ayant différencié Téquation de la courbo^ 
Ton trouve d x : dy ,:;m^*^*: /la^-^je"""* 
•4-^ jc " "" ; c'eft pourquoi puifqu'en fuppofant . x infini , 
il vieht^=: jc. Ton a en fubihtuaht la valeur de^ & dîvl-» 
fant enfuite les deux termes de la (ècondc raifon par Jf " *" *^ 
l'on a, dis-je, dx: dy : ; zb ;c'»""''; n «•"T* -^/ux*""*; 
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m jt *""":( la quantité /z fl *■" » s'évanouiflant dans cetce (ùppo* 
fition ) : m X """ "y ainfi ^3p= dy 8c x =^. C'eft pourquoi en 
fuppofant que A B ( fig. 1 3 ) eft la ligne des abfciffes dont A foie 
Torigine (^) , ^ on mené B C parallèle aux ordonnées , & 
s=AB, & qu'on tire AC , cette ligne fera cenfée tou- 
cher la courbe à l'infini. Pour favoir u cette ligne eft afymp- 
lote , je cherche la fous - tangente & j'elû retranche ;f , pour 

avoir — u 

Subftituant la va^ur de j/* prife de l'équauon de la courbe^ 

4k réduiiant , Ion trouve — .Sim— /i<i 

dans la fuppofition de x infini , c^te formule a une valeur 
infinie , & la ligne interceptée entre Torigine des a: , & la 
tangente eft infinie 5 donc la courbe n*a point d'afymptote. 

Si OT — n = I , dans la même fnppofition de x infini , la 

• 

formule devient = . Ceft pourquoi ayant pris AD 

= , & mené D P parallèle à A C , elle fera afymp- 

tote de la cour^. Si m — « >i , la formule ayant une valeur 
infiniment petite, ou, fi Ton veut, étant = o, la ligne AC 
elle-même fera aArmptote de la courbe. Si m eft un nombre^ 
pair , à x fuppofë infini , répondront deux ^taleurs égales 
ûc j^ , Tune pofitive , l'autre négative. Il eft donc évident 
que de l'autre côté de rabfcifle A B , iî y aura une autre 
afymptote qui fera le même angle avec l'axe des x. Cette 
dernière afymptote n'aura pas lieu , fi m eft un nombre im- 
pair. Sï on fuppofe — X infini , on prouvera par u^ raifon- 
nemenc femblabl© que les lignes DP, A M prolongées du 
côté de Q & de N , font afymptotes de la courbe* 


{*) Dans cet exemple , on prend lès x pofidfs du côté 
^uche , ce qui eft très - peanis. 



E? 


/ 
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Dts afymptous des courbes dont les ordonnées partem 
d^un point qiion appelle foyer. 

43.Si </ JT étant un arc infiniment jpetit ( m n ) , décrit avec 
le rayon ou l'ordonnée j^' = C m ( ng. 24 ) , la raUbn ècdx • 
dy = Bn eft infinie, ou, ce qui revient au même, fi la 
raifon de dy \ dx ^ plus petite qu'aucune quantité don« 
née , ce qui arrive en i ; il eft. évident que la ta^eenté 
de la courbe fera alors parallèle a la fous-tangente de la même 
courbe , ou , ce qui revient au même , ffta perpendiculaire 
à l'ordonnée correspondante , & que la courbe eft touchée 
dans ce point par un cercle dont le rayon '=.y* C*eft pour- 
ouoi pour trouver les po^ts dans lefquels la fous - t2mgente 
fait un angle droit avec l'ordonnée , il (ùffit de faire ^/y =0 5 
par cette fuppofition , on déterminera la valeur de l'ordon- 
née j^ , à laquelle la tangente eft perpendiculaire. Par exem- 
pl^, fi l'équation d'une courbe rapponée au foyer eft 

i/ A: = . , , : feites dv = o , 5c vous aurez 

ou V (i* --yy) = 0» **— ^jf=5>»^*^*==yjK,& 

y z=zh\ donc la tangente eft perpendiculaire à l'ordonnée au 
point od cette^ ordonnée eft = h* Si au contraire on fuppo(è 
î^ AT r=s , dans ce cas l'ordonnée devient tangent^ de la 
courbe., dumoins toutes Jes fois que cette ordonnée eft finie j 
car fi l'ordonnée eft infinie, il peut arriver que l'ordonnée 
elle-même ne foit pas tangente de la courbe dans un point 
infiniment éloigné , mais qu'une ligne parallèle a l'ordon- 
née foit alors Fafymptote ne la courbe. Pour leÉùre con- 
cevoir , foit la fpirale hyperbolique i fig. 2j ) : en fiippo- 
iànt le rayon C D =3 r & la circonférence du cercle décrit 
avec ce rayon = c , l'équation de cette courbe fera ( voye^ 

le n®. 30 ) Ap^ =5 r c , ou j = — — , en écrivant j 

• «7 

au lieu de x. Si on faifoît un arc conftant A D = cj 
l'i^iation i =: ■■ repréfenteroit encore une fpirirale hy- 
perbolique, dans laquelle A F étant f , CGferoitssj'. Diffé- 
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cîant réquation , & faifant attention que lorfque A F dé-» 

croît y y croît & réciproquement , Ton aura d l'aie. -/ ^ -^^ ^ 

mais en fuppofant Qm-^-dx^ï caufe des arts femblablo« , 
(c'eû-à-dire, qui naefurent un même angle ) F/, G ot. 

Ton a d^ : dx : ? r: GC ==x> oa <f f = ■■' . " ., , ou dx 
s= -:^— ^! — = •i-JL-, en fubftituant la valeur de dn 

1 

donc d X : dy : : — i— . : ^ : : c x y^ En fiippofanc 
« -^ * 

^= co, la raifon — j^ =■>.», ef^plus petite qu'aucune 

quantité donnée j & alors m G difparoiflànt devant dy = m g^ 
1 angle'wz ^ G efl cenfé = o , & les lignes G C 8c m C font cen- 
ices parallèle^, c'eft-is^c , qu'alors m C devient M C. L'or- 
donnée^ devient infinfe, lorfque l'arc A F devient = o, 
c*cft-à-dire , lorfque l'ordonnée fe confond avec C M. Ce- 
pendant CM n'eit point tanj^ente de la courbe à l'infini, m 
asymptote •, car fi on tire C E perpendiculaire à C M & 
égale à l'arc c =ï A D {*) , & qu'on mené E N parallèle 
à C M , la droite E N fera afymptote. 

Voici la méthode qu'on peut fuivre pour déterminer fi 
une ordonnée infinie eft afymptote, ou fi c'eft une autre 
ligne parallèle à cette ordonnée. Ou cherchera la (bus- 
tangente de la (pirale, dont on déterminera la valeur daift 
la luppofiiion de y infini. Si la fous-tangente = o , il éft 
vifible que l'ordonnée infinie eft elle-même afymptote 5 fi la 
fous - tangente eft égale â une conftante c , par exemple , 
alors l'afymptote fera parallèle â l'ordonnée, & en fera 
éloignée de la quantité c. Ainfi dans la fpirale hyperboli- 
que , la fous - tangente étant == c (30)5 fi l'on mente 
C T = c , & perpendiculaire à C G , la droite TG 
Couchera la fpirale au point G* Sïy devient infini , & ^ 
confond avec C M , la ibus-tangente refte = c & C E = c, 
& peipendiculaire fîir CM devient fous-tangente j donc EN 
devient tangente & afymptote. 


■■«« 


(*) Si c repréfentoit la circonférence, ilfaudroît prendre CE 
égale à cette circonférenc9« 

E4 


7à Cours de Mathématiques.' 

43, Les triangles g m G, GC T' retftaagles en m êc G, 
êc dont les angles m g G & C G T font cenfës égaux à 
caufe des lignes infiniment proches Cg &CG^font (èm» 
blables & donnent m g : mG i\ C G : C T, ou djf : d x :z 

mmm fox 

^ : C T = — j— , qui eft la fous-tangente de toutes les 

courbes qui partent d'un point ; mais it faut {ubflituer la va« 
leur àc d Xy ou de 772 G tirée de Téquation de la courbe , 
afin de faire difparoître les différentielles (voyez le n^« Sc>)» 

V tfT ^ ^ J. ^B 

Ici, pat exemple, on {ûbflitueroit ^ ., ou plutôt C^ 

à la place de rfjc, & Pon auroitCT, comme on Ta trou- 
vé (30), où Ton àdéfigné par d x ce. que nous venons de 
défigner par ^ ç. Les triangles /iN/w, CLN (fig. i8 ) , 
ayant leurs c6tés perpendiculaires , C>nt femblables , & donnent 

n mz:^dx : Nm = ^ . C N =:^ î.C L = — :^-- — , expreA 

fion de la valeur de la fous - normale C L d'une courbe dont, 
les ordonnées partent d'un point. 


De la fraBiôn — ^ & des tangentes qui en dipendtnt^ 


'44* ^ n'étant pas une quantité , on ne peut dlvîfero 
paro qu'en confidéranto comme une quantité infi- 
niment petite du premier, ou du fécond, ou du 

troifiéme ordre, &c. Ôr la fradion* peut 

avoir une valeur finie , parce que les infinis du 
même ordre peuvent être entr*eux dans le même^ 
rapport que les quantités finies. D'ailleurs lorf- 
qu'un ou pluCeurs fadeurs égaux à o afîr 
feftent le numérateur & le dénominateur d ime 

fràdion , cette fradion devient = . Pour 

déterminer la valeur d'une telle fraâion , foit la frac- 

h X x — zabx-^aab o , .». . 

tjon -i — ;- — ^ s=; — , dans le cas 
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dexr=:a; car alors fon numérateur devient =±=o^ 
auflî bien que fon dénominateur. Si Ton divife le 
Numérateur & le dénominateur par x — a^ Toa 

b.(iK — a) o \ r i 

^ — i u -=; — a caule de jtr — ^ 5= o; 

^ c. (x — a) o * 

b 

Mais en divifont encore par a; — <i , Ton trouve— i 

qui eft la véritable • valeur de la fradîoq^ propofée. 
De-là on peut conclure que lorfqi^unc fraSion dc^ 

v'unt = — -r^ — , dans la fuppojition de xz=: a, on 

trouvera la valeur de cette fraBion j en divlfant U 
numérateur & le dénominateur par x — a ; fi alors ni U 
numérateur ni le dénominateur ne devenoit pas s= o i^ 
la valeur de la fraBion ferait finie ^ s^ ils deviennent 

.tous les deux:=: Oy on divifera encore par x — a ; 

Ji dans le fécond cas aucun des termes de la fraBion 
ne s^ évanouit y l'on aura une valeur finie de la frac^ 

'tion\ & ainfi de fuite. Mais fi Vun des termes s^éva-* 
nouit & non t autre , la valeur de la fraBion fera 
infiniment grande 9 fi le dénominateur s' évanouit ^ ou 
infiniment petite y fie efi le numérateur n Par exemple t 

lâ»fraâ:ion ' y—y*\x—a) — ^_ _f_ i^^^^j^ 

h.ix CL) o ' 

/uppofition de rt == ^ , devient ( en divifant tout 

X •— CL O ' «ir • 

par flf ~- tf ) = — -— = -— — =:o. Mai^ 

^ la fraûion — r r."^ = — — % dans la fup» 

c. {x — a Y o • ^ 

pofition de x = ^ , devient ( en divifant tout 
par X »^^ a ) d'abord —: t; — ; &enconti- 

h h 

nuant la divifion. Ton a — 7 r-^= — =: 00. 


^ 
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en confidérant x — a comme une quantité infini* 
xnent petite , ou regardant x comme =s=tf + , 


& a;— a comme a •+• — . ^ =s C ). 

00 00 

Maïs cette méthode eft ou inutile ou très- 
compliquée , lorfque la fradion eft afFedée de plu- 
sieurs radicaux ; venons donc à un autre méthode , 
c'eft celle de Jean BernouUy. Stlon cette mér- 
thodc , il faut dï^trtncitr h numérateur & le dénomi" 
nateur ; Jî les dïfflrentïelUs ne ^ evanouijfent pas toutes 
deux , dans la fuppofîtion dex =:z a ^ on divijera 
V une par l^ autre ^ & l'on aura la valeur de la frac* 
tion ;JielUs s'évanouijfent enfemhle ^ on différenciera 
de nouveau , en regardant dx comme confiant , 6" 
ainfi de fuite jufquà ce que/ les différentielles ne s^éva^ 
nouiJ[ent pas toutes les deux* 

Soit la fradion -—^ 7- = , en faî- 

c.[c — x) q 

fant le numérateur =/? , & le dénofninateur = q. 
La valeur de lafradion, dans la fuppofîtion de x =a, 

dp '^— b d X — J b 


fera = 


dq — c dx — c c 


•« 


h ( a j v ^* » 

Soit ïa fradion —^ r— - = 5 en difFé- 

{a—xf q 


rencîant Ton a 


df — %l. {a — x). d X 

dq -^ 2. (a •—;»?). i a: 

(*^) , dans la fuppofîtion de a: = ^ . 


(*) Selon ce qu'on a dit dans 1* première partie , une quan- 
tité infiniment petite peut être regardée comme n'augmentant 
ni ne diminuant une quantité finie. 

(**) La difFéremielle de a — ;if eft =s — </ ;tf • 
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*eft pourquoi je différencie de nouveau, en re^^ 


d d n 

gardant dx comme confiant, & j'ai 


ddq 


p h,{a'^x) 


Soit la fraâion 


q c{aa — zax-^-xx) 


, dans la fuppofition de x = tf. L'on a — — 

o aj 

'■^b d X h dx i 


*^%c.[a — x)dx z c. ( a — Af ). flfjc zc.{a'-^x) 

-= „ ( à caufe de 4 — ;i; =0) =;= ôo. Ainfî 

o 

la valeur fie cette fradion eft infinie. Soit la frac- 
tion — -7 r- =5 = dans la 

c. (fl — x) q ^ ,9 

r r - j j ^P — zb.dxJê^x) 

luppolition QQ x=:a; donc •*-— = C 

d q «— c» d X , 

£= «-li — . =s ( à cpife de .r = « ) $ 

P ^.. r 1* . _ ï 


donc -^-î- — = o,ou, fi Ton veut- . 

q . . ** . 

On fe tromperoit cependant, fi Ton penfoît 
que cette nîéthode peut toujours donner la vé- 
ritable valeur de la fradion — . En effet > foit — 

— ^ ^ — — • qui, par la première 


y/(a — x) 

méthode, en divifant le numérateur & le dénomî-i 

nâteur par V^C a — a:) , devient= y(2a — x)=^ 

yCa , dans la fuppofition de x == tf . En employant la 

dp 
méthode de Jean BernouUy, Ton aura— • 


MH 
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(— 3 adx ^ IX dx) XxVC* — *) 




"^ ( 1 a a — lax'+'Xx) o 

lâ fuppojfition de x=ia. Prenant de nouveau lea 
JifFérences, on aura— =— -j prenant en- 

ddq 6 

core les difFérences. Ton trouvera --^ ==•' — » 

d d d q o 

& ainfî à Tinfîni ; car les deux radicaux ne diC- 
paroîtront jamais. Cela arrivera ainfi , parce 
que la valeur du numérateur ( Ton doit dire la 
même chofe du dénominateur), n*appartient à 
aucun ordre des quantités i/jf*", dx^i^^, dx^^ 
&c. mais eft moyen entre ces ordres , ainfî qu*il 
fera aifé de le voir par la méthode que nous allons 
expofer. Mais par la première différenciation , on 
trouve dx; dx^ par la féconde ; dx^ par la troî- 
fiéme ; &c. donc on ne peut par cette méthode 
obtenir la valeur de la fradion propofée. 

La méthode que l'on peut luivre pour avoir 

la valeur de la fradion — L- = JL. dans la 

q Q 

fuppofîtion de X = ^ , confifte à mettre dans le 
numérateur auffi bien que dans le dénomina- 
teur, a±dx ï, la^ place de x^ on met a — dx^ 
dans le cas quelâ fubftitution dea^djc introdui- 
roit des quantités imaginaires ; ce qui arriveroit 
dans la fradion dont nous venons de parler ; & 
la nouvelle fradion qu*on trouvera en s^arrctant 
aux différentielles qui ne s'évanouiffent pas dans 
la fuppofîtion de x ^= a ^ fera de cette forme 

R df AT» 

" udx* ^ . Si /w =/2, la valeur de la fradion fera 
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R 

finie & = r . Si m'^n, elle fera infini-. 

ment petite ; mais elle fera infinie , fi /w < ^2. 3 j 
donc on a la fradion :fri rr» enfubftituant 

D. (a — xy ' 

tf + tf :v au heu de x^ û vient -=—7 ^--^ 

h.dx'' i ' 

-= ^ = — rr-, comme on le trouve* 

roît par la première & la féconde méthode. Mais la 
fradion -illilI^L. devient === M;^-^-^^)> 

Idx^ g 

""a7^~ A.dx ^' 

^ Soit la fradion ^=^ = V^^yB^^+^x? 

en fubftituant a ^^^dx au lieu de x , le numéra- 
teur devîendroît imaginaire, aînfi quel© dénoH 
HÛnateur ; c eft pouxquoi mettant a — dxau lieu 

de JT & reduifant , j ai — —^ = 7— ^ 

' dq \ dx 


y/dx 

« T 5 


4- ~ a"^ d X -^ -4— X tf""\ rf:v* &C. =5 tf * . 

8 9 

parce que les ternies fuivans difparoiflènt devant le*^ 
premier ; donc la firadion propofée eft===LfiL!lLi 

{dxY^ ; 

= j/" tf , comme on Ta trouvé par la première mje-i 
thode. 

Remarque. En prenant les racines , on doit 
avoir attention de choifir pour premier terme 
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une quantité qui ne contienne pas dx , pour 
fécond terme celui ffui contient la première puif- 
VincedQdx, pour troifiéme terme les quantités affec- 
tées de dx\&c ainfi de fuite; & l'on doit poulTer 
raproximation jufqu'à ce que les quantités hors 
du ligne ne détruifent plus les termes que l'on 
trouve par cette approximation. Cependant il peut 
arriver que le fécond terme contienne dx^ le 
troifiéme dx*, çomine cela arriveroit, fi l'on avoit 

yÇa-i-dx^y. 

f L on peut abréger le calcul, enfuppofant*— *=/ 
ce quidonne x=a-^t, &fubftifuant dans l'équation ' 
tf-t-^auheu de j^&^/àlaplacedeaîtr.Soit^parexem- 
pIe, la fradion ! f!±!'^^-^tr-^t^-*^aV(.a-^-^at> ' 

— aaa-ht£-f-iaV(aa— tt) .» 

qui réfulte d une autre fradion par la fubftitution 
àe,t kh place de x -- a. Comme t = x — a 
eft = o , dans la fuppofition, de * = a , pour 
trouver la valeur de la fradion propofép, qui 

devient =: — î- , dans la fuppofition de/s=:o, 

je fubftitue dt k la place de t & je trouve 

ia'>-+-zaadt—aJt''-i-Jt' — laay/ (^aa ^ ^adt) 
— zaa-^dt^-i-ia^ (aa — dt^)" » 

convertiflànt les radicaux en fériés , & les conti- 
nuant jufqu'àu premier terme , qui n'eft pas dé- 
truit , par les quantités rationnelles , l'on a 

y ( aa + 2 a d t ) =z ^ + ^/«^ ^ — L_^ 
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t= tf — -^ — C), Subftîtuatit ces valeurs^ 

X a 8 a' • 

& réduifant , Ton a la fraâion 


*■■■ *i*fa 


Soit la fradîon ^. ~ , que nous avons 

(a — xy * 

trouvée ci-defTus = è, dans le cas de a^=x. Si 
on met r à la place de tf — a? ^ Ton a — • Subflî- 

tuant <// à la place de r. Ton a . ^ =i,coinnie 
cî-deflus, 

ooit la traction , ; ; — = » ^^ 

la fuppôCtion do x Mi a. Subftituant a-^dxz la 
place de a: , Ton a , toute rédudion faite. 


éd 


X 


7SSS _., Telle eft la valeur de la fradîon pro- 

pofée. 

Remarque I. Lorfqu'on eft parvenu à un 
ordre de différentielles ( foit dans le numérateur, 
foit dans le dénominateur ), qui ne s'évanouiflent 
pas par ^ contrariété des fignes , il n'eft pas né- 
ceflaire aaller plus loin; parce qu*en opérant, 
comme dans lés exemples précédens » on trouveroit 


(*) Le terme — — ^tant multiplié par z a multiplicatciu: 
da radical , ell/c=s — dr* , «jui eft détruit par d î\ 
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des quantités infiniment plus petites que celles^ quer 
Ton a déjà trouvées. 

Remarque II. La méthode de BernouUy étant 
fort aifée , on pourra l'employer dans le cas où 
elle peut réuflîr. • 


L. X 


Soit lafradion — == ,/ "" . O.i^ défigne 

le logarithme hyperbolique) , dont on demande la 
valeur , dans la luppofition de x= I4 La différence 

du numérateur eft =2 , celle du dénomi- 

X 

nateur étant \ dx(^i — x ) * = ^ ^/j_ ' y " \ * 
donc — = ^ — llHJll = o, dans la fuppofî- 

dq X 

tion de jk: = I ; ainfi la valeur de la fraftion pro- 
pofée eft = 0. 

Soit la fradion = 7 dans la fup- 

I X 

pofition de ;i; = !• Différenciant à l'ordinaire, il 

dx — ( /z -f- 1 ) a:" d/x 1 — (/z-f-i)>:* 

Vient '^— ■ ■ ' ' = " •. 

— ûAtr — I 

5= ;z , en fuppofant Ar= i ; donc la valeur de cette 
fraftion eft = /z. Si /z === 10, la valeur de cette 
fradion fera lo. • 

Soit la fradion '^^,. ^ ^ ^ = l. 


(*) Cette firadion devient = ^ , lorfque x = t ; car L. I 


o. 
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en fiippofant que x eft un arc depo**, & que le rayon 
t= I. Prenant les différences & diviiknt par dx ^ 

,, '-^coC. X — lîn.x — jln, x — i 

fon a L — = = Œ I ^ 

coj. X — Jiii, X — fin, X — t 

à caufe de co/I xrss o, & de//î. x=:i. 

Parlons maintenant des tangentes qui dépendent 

de la fraâioo ~.Soit(fig.;26>la courbe /nL/z^ doi^ 
l'équation ^&y=sib^(x — a), , en faî- 

a 

fant A p3c= AT, P m =y ; il eft yifible qu*à chaque 
abfcifle il répondra deux ordonnées , mais au 
point i, dinterfedion de deux branches 7725, ng^ 
il lie répond qu'une feule ordonnée pi ^ qui ce» 
pendant eft ceofée double ^ & le point i eft un 
point double auquel répond une double tan* 
gente it^ iT, dont Tune appartient à une des 
branches de la courbe y & l'autre à l'autre bran- 
che; de plus îa valeur de l'ordonnée correfpondante 
au point i fera = b ; puifqu'à ce point A/; = jc 
eft=:a=L/. 

£n dififérenciant 1 équation de la courbe , ron 
a dy=:±:dxy^^ j-^x(:v— tf)\ j^— )""' 
±dxy^ — , dans la fuppofîtion de x^=^ai 


a 

X 


donc dj* sss dx*» — sesdx^ ( àxaufe à^x^ssa)^ 

- ■ =« I, -^ Œ3±l/"i «±1; donc 

dx^ dx 

0U point i, il répond deux tangentes quifecroifenç, 
ii font un apgle de^j:"" avec la ligne hi parallè|i 

Tome IIL F. 
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à AP 9 Tune dans un (èns , l'autre dans Tautrefens. 
Pour trouver ces fortes de tangentes , il faut dififé: 
r encier l'équation , & fuppofkn t que Tabiciflè corref 
pondante au point d'interlèâion eft = A , & que Ter* 
donnée eft =B, on fubftituera A-4-d!r à la place de x, 
B+^àlaplacedexstranfpofanttousIestermesd'ua 
côté , &prenant pour premier terme toutes les quan- 
tités finies, on prendra pour fécond terme toutes 
4es quantités afteâées de dx , ou de Jy linéaires ; 

J)our troifîéme terme toutes les quantités qui ren* 
ermcnt dx'-ydx dy^dy^ dont la îbmme des expo- 
fans e{ît=2 ; pour quatrième terme toutes les quan- 
tités dans lefquelles la femme des expofans de ces 
différentielles eft = 5 ; &c« Le premier terme fera 
toujours = o ; on s'arrêtera au fécond , s*il tfeft 
pas = o, & alors il n'y a point d'interfedion; s*il 
^ft = o , on ira au troifiéme , & il y aura un 
point d'interfeftîon. Si le troifiéme s*évanouit par 
la contrariété des fîgnes , le quatrième indiquera 
la pofition des tangentes , & ainfî de fuite. Au 
lieu d'écrire A4-</jc à la nlace de x, &B-H dy 
à-ia place ait y y on peut, ^ Ton vfeut, écrire *-+• 
d x Scy-hdyy cela revient au même; on peut auffi , 
fi l'on veut (e difpenfer d'extraire des racines, faire 
di(paroître les radicaux de l'équation avant de dif- 
férencier. 

Soit la ligne du quatrième ordre dont Téquation 

^- 4^* x^ — 64 a 5 AT = o. Si dans cette équatioa 
on îuppofe jc =3 2 ^ , on trouvera jr = a a , & 
l'on a une interfeâion de deux branches correP- 
.pondantes à ces co- ordonnées égales. Ecrivant 
donc 2 fl -f- dx à la place de jc, 2 ^ -h dy à la 

Ïlace de jr , ou fi l'on veut , éccivant x-^dx au 
eu de X, 6c y •+- dy au lieu de^ , difpofant les 
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quantités de la même dimenfion , les unes fous les 
autres , Ton aura 

-*64â^x -|-48fl\y<^Ar-h4««y<** 
-H8fl*x<fx 
^^6^a*dx 

Pour trouver le rapport entre dx 8c dy d'oà 
dépend la tangente, je remarque que la premier© 
colonne, que je regarde comme un feul terme, 
s'évanouit , en fuppofant x:=2a &j^=:2tf;lîla 
féconde colonne ne's'évanoulflbit pas, elle Tuffi- 
roit pour feîre trouver la tangente. Mais en fup- 
pofant xt=i=: 2aéfC y=z2a^ dx & dy font mul- 
tipliés , chacun par ô. Cefl: pourquoi je pafle 
à la troifiême colonne, qui ne s*évanouit pas comme 
la première , & négligeant les autres colonnes 
comme s'évanouiflant devant la troifiéme , je 
trouve eiî fubftituant 2 ^ à la placé de *• & de^ , 
& feifant le calcul, je trouve , dis-je , ^ ^* = 8 dy^^ 

SS3 -{- — , Donc au point de la courbe cor- 

jrefpondant à rabfcilïe ^ = 2 iï, il y a deux tan- 
gentes qui font avec l'ordonnée Tune Tanglè dont 

la tangente eft êxprunee par y 1 autre tai- 

iknt Tangle dont la tangente eft sa *— ^ 

Fa 


i 

I 
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' Remarque I. Cette méthode peut réuffir, lors 
même qu'il y a des radicaux, pourvu qu'en ex- 
trayant îlfes racines avec 1& précaution que les 
quantités finies conftituent, le premier tertne, les\ 
infinimeot petites, félon leur rang, conftituanr le 
fécond , troifiéme , &c. ainfi qu'on Ta dit ci- 
deflùs. 

Remarque IL Si on différencie à l'ordinaire 
la première colonnedu dernier exemple, on aura la 
féconde ; & en différenciant la féconde , en regardant 
dx & dy conime conftans , & divifant par 2. , 
on a la troifiéme colonne ; différenciant de même 
la troifiéme, & divifant par 3 , on a la qua- 
trième. 

Cefl pourquoi le rapport cherché de dx ; dy^ 
peut fe trouver , en différenciant félon la mé- 
thode ordinaire. Pour cela on différenciera 
Téquation de la courbe par la méthode vul- 
gaire. Cette première 'diflFérenciation donnera le 
rapport de dx : dy ; mais *C tous les termes dif- 
paroiffent par une certaine fuppofïtion de x = ^ 
& de v = ^, on différenciera de nouveau, en 
regardant dx Se dy comme conftans : l'équation 
qui en réfultera fera connoître le rapport cherché. 
Cette équation différera de celle qu'on trouveroît 
par la méthode ci-dSfïiis^, en .ce qu «lie aura tous 
les termes multipliés par 2. Mais Un multiplica- 
teur qui affede tous les termes d'une équation , 
ne ti-ouble pas l'égalité. Sx îa féconde équation 
s'évanouit, on continuera de même jufqu'à ce 
qu'on parvienne à une équattion dont les termes 
ne fe détruifent pas par la contrariété des fignes. 
Si l'équation eft compliquée de radicaux , on 
pourra le faire difparoître avant de différencier. 
' Soit fuppofée l'équation delà courbe a (y — t)^ 
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-^^ xix'^dy =o, cette cpurbç (- fig; x6 ) eft 
la même aue celle dont on a parlé ci-delTus.En difio* 
rendit a Tocdinaire, je trouve 2ady (y — ^)— 
doç.,{x — ay- — 2ar.^jc.(j(f— .tf )=çt.Si Qnuip- 
pofej^ = i & :i:=s=tf, le mxiltiplieateur de<<^ & 
celui de dy deviennent chacun cr= q, Qeft pouc- 

quoi Ton a dans ce cas — : = . Je dit 

férencîe donc de nouveau , en traitant dx & dy 
comme conftans, ce qui me donne 2 a dy^-^zdx^ 
Cx — tf>-r-2 dx^ {x — a) -^ 2 X d x^ =^à yé(\azt\on 
qui , en fuppofant jc = tf , devient 2 a dy^ — 2 a dxi^ 

j ^** . ^ dx 

= 0; donc '> — = ï^ & — ; — = dt i^com* 

me on Ta trouvé ci-deflus. 

Pour avoir la pofition de la tangente de la courbe 
BMC/^îA/zCDC dont l'origine des ahfciflès eu 
au centre C d*un cercle dont le rayon C B ^=^a) 
C %• ?7 ) déGgnée par Téquation. {y^ -h x^ )* ==f 
a^{x^ — y^) & qu'on appelle Umnijcau^ au poini 
auquel ;c=?=o&^=?Ojen fubûituant jc -+- ^x 
au lieu de :xr , & y 4- </j^ au lieu de j^ , ou , fi 
Ton vput, en fubftituànt o •+• dx:=:z^dx & o 
+ ^^ = dy , au lieu de r & de jj^ , on trou- 
vera, dis-je, {dy"- -^dx"- y^a'-dx'^ — a^ dy^^OM 
en ôtant l'expofent 2 & tranfpofknt , ^/^♦-+-2 dy"^ x 
if jif^-+-i/;v*-f-û*^jy* — a^ dx^z=zo\ ain{i/i*^y* 
— â* dx^7=, à (parce que les autres ternies. di/*- 
paroiflen^ devant ces deux - 1^ ) , ou «* dy^ 

. . : dy a a . dy 


sss^l/^i =t ± r; Donc au point G répondent 
deux tangentes quî'^ht Un àn^e de 4./*" avec la 
ligpe.deS'^hfciflès» -0; . 

F3 
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R E M A R Q u Ê I. On peut employer différentes 
méthodes , ainfi qu'on vient de le voir, pour trou- 
ver les tangentes . Dails chaque cas il cft bon d'em- 
ployer celle qui eft moins embarraffante ; & fi 
Ton trouve quelque difficulté en employant Tune , 
on fera ufage de l'autre. 

Si Ton arrivoit à une équation de cette forme; 

dx^ • a^dx . dx 

— -— *-7--- — = o , 1 on auroit -— .=0^ 

d^^ D^djr , djt 

dx*' a* ^ dx fl 1 y 

qu ilyaùroit trois tangentes au point correfoondant 
de la courbe; l'une feroit parallèle ayx ordonnées, 
& les deux autres feroieot avec l'ordonnée un angle 

dont la tangente eft=— , l'une dun côté, l'autre 

de Tautre. 

^y. Remarque IL On peut quelquefois avoir 
la tangente d'une courbe cl'une manière fort élé- 
gante par quelque propriété donnée de cette courbe. 
Pour en donner un exemple , foit la courbe L M 
( fig. a8 ) qu'on appelle ipiclcloïdc ( & dont nous 
avons donné l'équation dans les courb. alg. 70, en 
fuppofant que le cercle mobile eft égal à l'immo- 
bile), cette court)e eft décrite par le mouvement 
d'un point M, Ctué^fur la circonférence du cercle 
mobile RMP, qui circule fur la circonférence du 
cercle LRB;^ de manière que l'arc LR eft égal à 
Farc M R , foit que le diamètre du cercle mobile 
ait avec le. diamètre de l'immobile une.raifon 
d'égalité ou d'inégalité. Pour mener là tangente au 
point M de la courbe , je f exarque que le point 
décrivant M eft l'extréinité^de la co.rde M,K qui 
fait un angle droit avec la corde MP,: parce, que 


y 
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Vangle P MR eft appuyé fur le diamètre RP ; de 
plus le point décrivant M peut être regardé comme 
Textrémitj^ d*un compas qui décrit un arc circu- 
laire infiniment petit Mi, auquel la. ligne MR 
eft toujours perpendiculaire. Donc la corde 
MR eft perpendiculaire à Tare Mi, qui eft 
urt petit îarc de Tépicicloïde ; & partant MR eft 
normale de Tépicicloïde ; or la normale eft per- 
pendiculaire à la tangente de la courbe; ainfî r M 
eft tangente de la courbe. Donc pour mener une 
tangente aupoint MdeTépicicloïde , par le point M 
on décrira le cercle générateur , par le centre C du 
cercle immobile , & le^ point K où le cercle 'gé- 
nérateur touche le cercle LRB, on tirera la li- 
gneCRP ; & joignant les points M&R,M&Ppar 
lés lignes MR, PM, la première fera normale , & 
là féconde tangente de 1 épicicloïde. Il eft donc fa^ 
elle d'avoir la tangente PMTdune telle courbe | 
ce qui feroit bien difficile dans tous les cas par une 
autre méthode. Pour décrire par le point M le 
cercle générateur P D M , je remarque que fi du 
point C comme centre avec le rayon C ^ = C R 
•+• R ^ fomme des rayons du cercle mobile & du 
cercle immobile , on décrit la circonférence h af^ 
le centre b du cercle mobile fera toujours dans la 
circonférence de ce cercle; donc fi du point M 
avec le rayon ^R on décrit un arc ht du côté 
oppofé au point L, cet arc rencontrera la circon- 
férence b a f en un pointé, par lequel avec le 
rayon R é , on décrira le cercle générateur qui 
touchera le cercle iqimobile en R ^ & rencontrera 
l'épicicloîde en Mt 
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Dt la méthode des maximis & minimis* 

45. Selon ce que nous avons dit ci-defllis (3^)3 
lorlque dy eft luppofé = o, la tangente déiîgné^ 

par ' eft parallèle aux abfeiiles. Si dans nue 

courbe AN^ ( fig, ip ) les ordonnées vont en crolP 
fant jufqu^à un certain point , puis en décroiflant^ 
la tangente au point M (îtué entre A & I^ rencon* 
trera l'axe du côté de A, 

Mais la tangente m /au point mCtué entreN&tf, 
rencontrera faxe du côté oppofé ; donc la tangente 
au point N ne rencontrera laxe d aucun côté , & 
fera parallèle aux abfcifles. Or il eft vifible que cela 
arrivera au point N , poirît auquel les ordonnées 
!PM cefTent de croître pour décroître auflî<ôt; c*eft- 
à-dire au point où l'ordonnée C N eft plus grande 
que les ordonnées voifines P M ^ /? m prifes Tune 
à droite & l'autre à gauche : l'ordonnée C N s'appelle 
alors un maximum. Si la courbe MN/w ( fig. 30) 
eft convexe du côté de l'axe P C ^ il peut arriver 
que les ordonnées allant d'abord en décroiflànt 
jufqu'en N, croiflent enfuite de manière que CN 
foit plus petite que les ordonnées voifines : dans ce 
cas on l'appelle un minimum i^ alors la tangente 
N/2 eft évidemment parallèle aux abfcifles. Ainfi 
lorfque la tangente eft parallèle aux abfcifles , on 
peut as OIT un maximum^ ou un minimum. Cela peut 
arriver auffi lorfque la tangente eft parallèle aux 
ordonnées ( fig. .31); car la ligne C N fe confond 
avec la tangente au point N , ou ppur mieux dire, 
cette ligne eft. tangente des deux branches MN, 
//zN, & l'arc infiniment p titN i eft cenfé être une 
ligne droite qu'on peut regarder comme faifent 
un angle infiniment petit avec l'ordonnée L /.Dans 
le triangle redangle i N 5 , en faifant le rayon =: i. 
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, Or cet angle étant itifiniment petit, la 


raifon Aq dx: dy doit être infiniment petite, c'efi- 
à-dire, que ^ eu alors infiniment plus çrand queir» 
Cela a également lieu dans ta figure 31 , mais avec 
cette différence que C N eft un minimum dans la fig. 
Ji, & un maximum dans la fig. 32. Donc on peut 
avoir un maximum ou un minimum , lorfque le 
rapport de dy : dx tik tel que dy peut être re- 
gardé, refpeâivement à dx comme. une quantité 
infiniment grande» 

Cependant toutes les fois que i/j^eft=0, on ne doit 
pas conclure qu'on a un maximum ou un minimum ; 
car cela indique feulement que la tangente eft paral- 
lèle à la ligne des x î mais la tangente Nn (fig- 3 3 ) P^^^ 
être parallèle àla ligne des x , fans que les ordonnées 
voifines du point N foientà la fois plus grandes ou 

1)lus petites que l'ordonnée C N. Cela peut arriver 
orfque la courbe AN de concave devient con- 
vexe ou réciproquement 5 mais alors la ligne N/x 
peut être parallèle à AP, & déplus être tangente 
de la partie concave AN, & de la partie con- 
vexe N m. Dans la fig. 34, !a ligne N /z eft tan- 
gente des deux branches /wN, MN & CN na 
aucune ordonnée voifine du côté de la droite; • 
ainfi cette ordonnée ne peut être ni un maximum , 
ni un minimum , dans le fens que nous l'entendons 
ici. De même l'ordonnée Ne ( figr33 J = j^< en fai- 
fant A f ==:t & c N =jO peut être par^èle aux ordon- / 
nées , fans cependant être un maximum , ou un mini^ 
mum. Cela peut arriver au point d^înjUxion (*). 

(*) Un poim d'inflexion N ( fig. 3 J & 3 j) eft celui auquel use 
courbe de concaye vers fon axe devient convexe ou réciproque- 
ment» 
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Pour connoître le maximum ou le minimum , on 
fuppofera tfabord </y =: o , & de-là on tirera la 
valeur de rabfcifTe corrçfpond^nte au maximum ou 
au minimum. Si lafuppofîtionde dy^=:0 ne fait rien 

connoître, on fera dx ^=^0 om — ^ — = oo, ou 

a X 

ce qui revient au même , on fuppofera dy=i^ . 

parce qu'en fuppofant == -^ = oo , le 

réfultat fera le même que fi on fuppofoit B j= o. 
Pour favoir enfuite fi Ton a un maximum , ou un 
minimum , on augmentera tfabord , & enfuite on dimi- 
nuera X d'une quantité infiniment petite Jjt. Si dans 
ces deux cas la valeur àQy eft plus petite que celle 
qu'on a trouvée , Ton a un maximum , fi elle eft 
plus grande ^ on a un minimum. Mais on n'aura 
ni un maximum ni un minimum y fi dans un cas elle 
eft plus grande, & dans lautre plus petite quel^ 
valeur de y qu on a d'abord trouvée. Avant dé 
faire l'application de ce que nous venons de dire , 
nous ferons remarquer qu'une courbe (fig. 36) 
peut avoir plufieurs maxima & plufieurs mini-' 
/wtf CN; cela eft évident par l'infpedion de la 
figure. . . 

4.7. Problème. On demande la plus grande 

ordonnée d'une demi-elUpfe A Na (;fig. z^ ). L'équa- 

' tion de Tellipfe en fuppofant le grand axe = 2 a 

bb ' 
& le petitaxe=2 B , eftj^* = (2a X'^^x x ) 

donc 2ydy=i (^zadx"^ 2xdx). Suppo- 

^ bh 

fant dyzs^Oy l'ona 2ydy=^2y X 0=0= — x 
{2adx^^2xdx )^o\x%a dx^s=s.2x dx ^ 2tf==a.xr, 


^m 


mm 


Calcul différentiel* 


S>1 


icas=sx; c*eft-à-dire ,quela plus grande ordonnée 
répond 'à rabfcifl^,^ C égale au demi-grand a:te, 
ou, ce qui revient au même, la plus grande ordon* 
née de Telli^fe répond au centre. 


Si dans Téquation j'* = 


bb 


aa 


C^tfjc— '**) 


on fuppofe tz=a,Von aura y y =2 a x-^^x x : cette 
équation appartient au cercle , qui eft une ellipfe 
dont les axes font égaux; donc dans le cercle la plus 
grande ordonnée pafle par le centre, 

48, Problème. Trouver la plus grande ordonnée de 
la courbe A Na (fig, 37 ) , dont les ordonnées C JV= ^ 
font moyennes proportionnelles entre les ordon^^ 
nies Cm=::y y & les abfcijfes AC'=ix du demi^ 
cercle A m a. Soit le diamètre du cercle = 2^ ^ 
Téquation du cercle feraj/j^=2 a x — x x\ mais Téqua- 
tion de la courbe fera [[ =yjr. En différenciant 
Féquation du cercle , Ton a 2 y dy =2 a <^a;—- 2 x dx^ 
j • adx — xdx -,^ . j , 

dy == -_-—_— . L équation de la cour- 
be donne 2idi:=^ y dx •+* x dy ^=z y d x 
H- * ( en fubftituant la valeut 


àtdyy 


jr^dx^axdx 


X xax 


Mais au 


j" 


point du maximum , Ton ai{ =0, & 2 :f d:(^=^i 

jr^dx^axdx'-^xxdx- 


donc 


o, y^dx 


i^axdx "^ xxdx =sO, j^*-+- tfx— x^r =08f 
fet en fubftituant la valeur dejy* prife de Téquation 
du cercle, il vient 2ax — x^-^rax — jc*=o, 
3tf Jf — •2JCA;=0,3tf — 2JC=0, ^ar=i2X,&C 




3« 


t Prenant doAc A G 


3« 
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point C fera celai auquel répond \t plus grandç 
ordonnée, 

4.9. FjiOBLiME. Trouver la phs grande ordonnii 

£une ellipfe iC un genre fupir'uur* Uéquâtion àts el- 

lipres des genres fupérieurs , en fuppo&nt Taxe =»« , 

«ft —y"** = SfT (a-^xy. Donc en différea- 

r^ nx"" dx ( tf-— a:)""' =0 (en faUant 

^^ = o , ce qui rend le premier membre de 

Féquation & par conféquent aullî le fécond = 0); 

<îonc divifant par dx éc tranfpofant , mx"""* x 

(a — xy^^.nx^Ca — ^r)"" ', divifant par jk"**"' X 

Ça — xj""'^ il vient m ( a — x ) = «jc, ou 

m a 
ma^^mx^ssrnx^ ma^=imx^nx^x'= ■• 

L'équation des cercles des genres fupérieurs ne 
différant de Téquatioa des ellipfès des genres fu • 
périeurs qu^çn ce que dans les cercles tfeft=/,ce 
qui n arrive pas dans les eilipfes , en fuivant le 
même procédé , on trouvera de même que Tor- 

4onnée correfpondant à labfcifle ir=- eft 

un maximum dans ces fortes de courbes, 

«. ' ■ • 

Si/w = J & /2=ï5, onauraAr==s — - — • Si 

m =r6 & «s= I ^ Ton aura :v= -^ 5 & aînfî 

7 

de fuite , foît qu*il s^agifle d'une ellîpfe ou d un 
cercle des genres fupérieurs. 

50, Problème. Trouver Ja plus grande ordonnée 
de la courbe A MB' ifig^^S ) , dont la riature efi 
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fù€ le diamètre A b foh toujours égal à taxe AB ^ 
mijj^ bien qtCà la ligne droite m M menée parle point A 
ÀckaquepcintM&m de la courbe & du demi^cercUhmh 
Soit A M = {, PM=jy , A^ = <«; donc/wA 
= <z — ;f. Parce que bh. eft perpendîciilaire à A B, 
& qu*il en eft de même de P'M, les lignes ^A^ 
P M font parallèles , & les angles AMP, mKÙ 
correfpondans font égaux ; & parce que de plus 
!es angles V 8c bmA (*) font droits , les triangle» 
ît/TîA, P MA font évidemment femblables , & par- 
tant P M: AM:: Am: Ai, ou^': { : : a — {ta^ 

fant dys=o; ainfi tf— -2{ = 0^ Se ç= — • Mai 
réquationtf^=:«^— ç{,donfle (efi fubftituant la 


* • ' J K "** "<* *''** A 

yaleurde{;}tfj^=:~..p- ~- »= 9 6c y 

* 4 4 

&=s — " ; donc dans le cas du maximum 5 ' Toii 
4 

a ( AM )*= -— =::CPMy-+<PA)%au(PA)* 

4 

a a a a 4a a a a ^aa ' 


4 16 16 x6 16 

3 â a a 


16 4 

^i. pROBLÈMB, Trouver la pZutf fitite ordonnie de là 
courbe MNm { fig* 3^), dont l'équation ejtjr ^a^=s 

^4. ( fl* — tûxH'X'x^^éDoticd^sGi} V «•{ — 1 a dn 

•4-x;cix). (iia-«£(f «H- «x) "^ , 4att (A) ^^ == yj a. X 
■ . - ■ ' ■- ^ ■-> Si OQ lUppole <(x s=5 o , w 


« ■lll» 


(*} Ce dernier angle eft appuyé fur- le diamètre. 
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nnméraïcur de la fradtîon devient V <!•(—» ajx^t'xdjcy 
s=o, d'oiLTon tire —£.1 a+ i ^ ==o> * ^= ^ a, xx^a 
c= A C Si on fuppofc djr infiniment plus grand que dx , 

Ion aura -~t = — -^^^—4 — » ^ ^"P* 

pofanc le dénominatenr'dc Tune 8c Ynmte fraftion = o , l'oo 
^^^'^^—i'^f^aa^tax ^ jc a: = o j & en prcn^t la 
racine , il vient a-^ =p ,Scx=a. Lorfque cela aTrive ainfi . 
ceft une marque que le point correfpondant N appanienc à 
plufîeurs branches de la même courbe j ^ que le mulupHcateur 
de <r, .auifi bien que celui de dx , erf=o. Encfet, fi 
dans ce cas on fait difparoîtr^ la fradtion de l'équation A 
ci-deffus , on aura Téquation djr x ^(aa — z dx-^ x x)T 
^=^ \ a. {— la -+. IX.) dx , qui, dans la fuppofîtion 
icx=a^ devient dj^ x o=::o X dx^ oxl ^^ = ~ • 

& l'ordonnée CN eft la tangente des deux branches N M, 
^ï m , ou, fi Ton veut, les deur tangentes de ces branches» 
le confondent au point N, ne formant plus qu'une feule U- 
^gne i^ v^* 

î». PROBIÈME. Trouver la plus grande ordonnée d'une 
demi-cicloide racourde A MB (fig. jj ). Suppofant. I« 
demi, circonférence du cercle générateur = C , la bafe de cette 
acloide = D larc de cercle An= x, l'ëquation de la 
courbe rapportée au diamètre Aj: du cercle eétîérateur, fera 
< lelon ce qu on a dit dans la première partie de cet Ou- 
vrage courbes tranfcendentes n». lo ) fm =zjr=fm.»^ 

-^--r-î«lo«>c<?'=^.C/7n.*)-|—EiiL.Pour avoir la diffi- 

rentieUe de>. * = p n , je tire n x pcrpendicuUirc ifî , iefeis 

les ordonnées/, ,?fliniîpiment proches) ; ainfi W=5*. Ot 
f!l, r Ç, , f'^P'"^' ayant leurs côtés perpendiculaires . 
font fcm^lables i donc bnt b f :: ni : si , m a: à— ^-A' 

dx: si:^d. (p„)«^iifr:.£ii. .Doncenfubftituant 

«ttc) valeur de A {fm. x), Jj -"<«— t.i« P^« 

fis -*^^* — ■ C^dx^ aDx , r ^ 

t 75 — =o(cn fuppofant</^fco)j 
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ssfl H ^ — • Ceft pourquoi l'on aurarabfciflc AP corrct 

pondante â la plus grande ordonnée P M , en ajoutant , au 
rayon A ^ une ligne 6 P troifléme proporcionnelte à la demi* 
circonférence du cercle générateur ^ au rayon a du même cercle 
'& à la bafè D de la cidoïde f acourcie* 

^3» Problème. Trouver la plus petite ordonnée et une 
tourbe exponentielle dont l'équation cji y = x" ( fig. 17 ); 

De réquation à la courbe , on ûrt L.j^ zsi x h. x ^ ^ 

s= dx.h. X'i-' x. (— — •)> djfsz^^dxL.X'^dx) 

s= o , en Cippofant i j = o ; donc^ dx = — ^. dx.ï^x^ 
ou I = — L. X. Prenant donc fur Taxe R A de la losarithmi-^ 
ue rabfciiTe négative A7:=:AB=i,il viendrai g = x, 
\ ^ = I =r — L. X. Ceft pourquoi par le point i, menant b a, 
l'ordonnée corre(pondante au point a fera la plus petite ordon-% 
née cherchée. Voyez ce que nous avons dit ci-defTus ( ip ) 
£ir la nature de cette courbe. 


î 


Si Tott ne connoiflbît point aflèz la figure de là 
courbe pour juger fi Ton a trouvé un maximum 
ou un minimum , ou même fi Ton vouloit favoir 
C la courbe a un maximum ou un minimum , on s*y 
pren droit comme dans les problèmes fuivans. 

j'4. Problème. Chercher les roaxima & les minîma 

d€ la courbe dont Nquatîàn efi * ^ 


X 

a 


Donc 


dx 


dx 


X 

4t 


dy r ^ c 

— = 0,en fuppofant dy 


; & par conféquent 


dx 


a dx 


X 


X 

a 


ayX 


a*8c^=iztVa 


Donc les tangentes correfpondantes à rabfcifle 
pofitive «4^a & à rabfciffe négative — a, feront 
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parallèles aux abfcifles. Mais pour favoir G 1 
donnée correfpondante à Yabtciffi -+- 4 eft un 
maximum on un minimum ^ je fubfl;ituea à la place 

de^'ciansTcquation de la courbe ^ &j'ai h-^ 

a a 

5= — ,, OU 2 = — , ouj^=2tf,.En augmentant 

rabfcifle a d'une quantité infiniment petite dx^ Se 
fubftituant dans Téquatiott de la coarbQ a-^dx à la 

- ' dx a y 


place de a; , il vient - , -— , 

Ou Ccn réduifant les frayions au même dénomina 
leur, prenant leur fomme, & faifant dilparoître 

le dénominateur de y ) ^T^ÇJi = y ♦ 

ou2tf-i- =7» quantité plus grande que 2ëri 

fl-f- d X 

Si on diminue rabfcifle a de la quantité dx^ en mettant 

dx^ 

tf— ^Aràlaplacé dex,onaura^=s=atf-f---3^> 

qui eft encore plus grande que 2 a. Donc puîfque 
les ordonnées croiflènt de deux côtés , il eft évident 
que Tordonnée 2 a correfpondante à 1 abfciflè a eft 
IHi mimmum^ 

Par la même méthode , en prenant rabfcifle x 
négative &= — a.^ Ion aura 7= — 2^; & fub£ 
tituant — a'-^dxï, la place ;de a?, Lon trou- 

dx'' dx^ 

vefaj.=-2tf-+- _— p^=-.2if--;j-^ 

(en changeant tous les fignes du numérateur :& 
du dénominateur , ou, filon veut, en multipliant 
le numérateur & le dénominateur par — i ). 
Mais en fubftituant — tf—-i/:r au lieu de ;r, loa 

aura 
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^uraj^=î=î— 2fl-^ ; donc puifque les 

ordonnées voifines de l'ordonnée négative = — 2a 
font des quantités négatives toutes les deux plus 
grandes que — 2' a ( ^^ , l'ordonnée — 2 iZ eft ur> 
minimum négatif. 

Si on propolbît de dëterraîner fi la courbe de réquatîoh 
«*^ zszx^ (a'^x)z quelque maximum ou quelque minimuttt 
<I'ordonnëe , Ton auroita* dy zs: % x d x [ a '^ x) '■^ x^ d ùb- 
qui , en faifant rfy:= o , donne z x d x» { a -^ x)=z x^ d x^ 
z ax — z X X =x^^iaxz=:^xx^ équation qui peut 
avoir lieu, en fiippofant x=o, La divi&nt par j:= o, Toa 

Z'Z a^^^xsmo y % a:=:i X, x= ■ >. La valeur de 

je==o fîât voir que la ligne des abfciflès touche la courbe I 
Torigine des abfcifTes. La deuxième valeur de x étant fublH- 

tuée dans Tcquation de la courbe > donne ^ = j aug- 

mentant l^blcille ^e la quantité dx , Ton a fl*^ 

= ( -II- H-Nj;r)* X {— dx)'y d'où Ton tire 


4* <<«* <<*' ., - 

y = — ■ — ——, quantité plus petite 

27 , « a a 

4 <> 24. 

que ■■■ Si on diminue rabfciflc enfixbftituant — dx, 

* 27 3 . 

,44 . d X dx ^ 

au lieu de af , on atiraj^'srr ■ ^^ ■ ^ ^ • 

27 4 44 •' 

qui (à caufe de rfx? < dx^) eft plUs petite que .Donc 

puifque les ordonnées voifines de^= font toutes, les 

44 • ■ , •-• 

deux plus petites que , cette ordonnée eft un maximum. 

^^^"'"* ' " ~-^"^— — — 1»«1^— »— I I I m I I I ■! I III II I , i -^mm» 

(*) Car il eft vifible que — i o a — a =— x i. a eft une 
quantité négative plus grande que -— 1 6. a. ., . 

Tome III. ' \ Q 
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yy.PROBLÊME. Déterminer fi dans la courbe de réqua- 
tion a ay=^^ — 3 ax*'^'^u^ x ily a quelqu ordonnée 
'^uifoit iin maximum ou un minimum. Par la na- 
tture de la courbe , en différenciant & fuppoiant 
g/j^=30 , Ton a 3 xxdx'-^6axdx'\-':t^aadx'=i=^Oj 
ou ( endivifant par 3 dx) x^ — <2l ax + aa:=o, 
pu C en prenant la racine ) AT — fl==:o, 8cx=ai 
donc , la tangente au point de la courbe corref- 
pondant à rabfciiTe jc = << , eft parallèle aux abf» 
ciflès. Mais il ne s'enfuit pas pour cela que Tor- 
^onnée correlpondahte foit un maximum ou un 
minimum \ car fubftituant a au lieu de x dans 
Téquation de la courbe. Ton troûvej^sstf. Subs- 
tituant a-^dx au lieu àt x ^ Ton trouve j^ ===4 

^ , Mais en fubftituant a — dx au lieu 

: aa 

de X s l'on a y= a — . • Donc puifque les 

ordonnées croiflènt d*un côté, tandis qu'elles dimi- 
nuent de l'autre , l'ordonnée y ^=1 a n'èft ni un 
maximum ni un minimum. 

^(5. Problème. Déterminer fi la parabole a quel' 
qi^ ordonnée qui fint un maximum ou un minimum. 
L*équation delaparabofe eft ^.* =/? x\àiOvitxydx 
^=: pd ic ; fuppofant dy = o, l'on a pdx = 6, 
rfoù on ne ^eut tirer aucune, valeur de x. Sup- 
'pofbns donc dy=^Qù -^ l'on àurap dx^= 00 ', d'où 
l'on ne peut non plus tirer aucune valeur de x ; 
àiniî la parabole n'a ni maximum ni minimum. 

57. PRofiLÈXf E. Détermînerji dans ta courbe de Véquation 
Hj'—x a ay=x^ — 3 a x ^-+-3 a a x — ?. a^ïiya quelqu* ordonnée 
qui foit un ma^dmum ou un mimmuni. Différenciant & {ùppofanc 
ij=:o,roB a 3 x^ix — 6 a:vix-f-3afl^^ = o,oucn 
cfivifant pair 3 Jar , x Jf — i~fl x ^^a aa= o , ou ( en pre- 
nant la racifte) iv— <i=o,&af = tf. Subftituant cette valeur 
dcaf(lansréqttatioli'delarçoittbe,ronafl^*-— 1 a aj^=— a*, 
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ou (en (Bvifarit para& traofppfant};^»— i aji-^-aa s=o • donc 
(en porci^t la racine ) y— a = o , jk = a. Si â la place de Jr 

Ton lubmtue a -f- « ^ , 1 on troi^vera fljy* — a û* y =5: a^ 

^dx\ équation d'où l'on tire ( en tranfpofaiit & divîfenl par a) 

yy-^-k ay -^a a = - — - 4 & en prenant les racines ^^-^ aris 

dx^ * dx 

± V y y—a±dxy/ r— . SiTon prend donc le 

» <i • "■ 

(îgne -t- , l'on aura ^ > a ; mais fi l'on prend d x avec le fr 
gne — , c'eft- à - dire , û Ton prend — rf « , l'on aura une 

quantité imaginaire pour la valeur de ^. En effet, y^ * 

d x^ ' 

àeviem dans ce cas = V (— ). Donc la courbe de 

réquation jpropofée n'a ni maximum ni minimum dans le (èûs 
que nous 1 entendons toi. 

Remarque. SiTéquadon qui doit donner le maximum 
ou le minimum étoit abfurdc , comme ^ Vou trouvoit $ a:=:ia 
ou 5 j := b , le maximum ou le minimum indiqué par cette 
équation ti'^uroit pas lieu. Si en augmentant rabfçiffe trou- 
vée d'une quantité àx infiniment peate^ on trouve une va- 
leur imaginaire de l'ordonnée, ce qui arrère dans pne. cour- 
be MN m (fig..î4) qui n'a aucun point au-delà de N, tan- 
dis que l'op trouveroit une valeur récite , en diminuant l'abC- 
ciflc de la quantité tf^r 5 c'eft une marque que la courbe n'a 
ni maximum ni minimum dans le ièns qu'on l'entend ici. 

Il ne fera pas hors de propos de dire quelque chofe de la 
méthode que l'on peut fuivre pour trouver les maxima 8c fei 
minima dans les courbes dont les y. partent d'un foyer. Pour 


^v,AAi^ ^McuAWAw •» - vx..«vA»Mvv , ^ui ic tunrona louvent avec 
cette ordonnée; or il eft vifible que fuppofer dx^^^o dans 

dy ^ . ' ' 
la fraftion , c'eft la même çhofeque Cippo&r dy=s:oo \ 

jf5, FBjOBLtMB* Déterminer Ji^dans la caurie dontl'iéquatioa 

ji* dy 

^^î^^TTT? ^^ f/r.a^ueiç'He mzxmumpu quelque mi- 
nimum d'ofdmnée^'.di (*) défignaiu un »e infiniment feât 
; (*) L'arc d:^ eâ JemeiBtt qse cduâqgeroA a fait/ç^y {43L 

G a ^ 
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iicru d'un rayon ^y. Tranlportez Wquation deh cotirbe i 
on arc d'un rayon conftant = « , en fiuûnt ;-:«:: d^ ■ dx , 

OU d^^: 

)lxi= '*^ . Si dans cette équation on fuppofe <îy = o , 

\'oaz.àx.\/{yy —aa)^ o, V ( jV J' — /« ) fr, " ' 

-v»=s«a,.r=«-Donc la tangente coirefpondante a 1 or- 
donnée a M eu perpendiculaire. Pour favoir fi 1 ordonnée a 
eft un maximum OM un mmmum , il faut intégrer les deux 

membres de l'équation dx:= -J (yj—») ^ ^ -^ ^ 

/ y y — ^4)->. Mais y 4y eft la différendelle de la quantité 
vlrîable y y qui eft fous le figne, eft, dis - je, la diferen^ 
«eUe divifie paf i ou muWpUée par 5 } donc x — 



—.(««—««)'. En CippoCuu 
y^a, Vom^x^VUy^^'i) = Vo= o- L'équation 



Pour décrire cette courbe , avec un tayon rsta { ne. 40 j> 
décrivez un cercle , & prenant le point A pourj^riginc 

des X = AP, tirezCPM =y=ï^(^* "»"^/' ^^ 
V {aa-^xx). SiTon faiiAprrr—x&quontircCpwi- 
ï/'rtftf^- Ap*)= V [aa-^xx], lespointsM&m ap- 
partiendront à la courbe» En effet de Téquation^* =^.tf-+-:» x, 

iiximtx'={yy'-aày,dx = \ x %jrdy x 
■f \ V — a a. V'* =± "^ ^ -.'Maintenant fi avec le 

rayon GNLssy Ton décrit Parcinfimmcnt petit M nssx d j^ les 


i<W^^ I . 1 ■ i j iJLJ.. il 
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fcûeun femblabks C M /r, CPi donneront CM : CP :: 
^« :Pisssd*=s ,.* ^'u Subftimant cette valeur it d x 

dans réquadon qu'on vient de trouver , fcto a ^ 
« Ifl , ou d î=;= ■ /^'^ ■ --.équation 

de la courbe. ... 

Remarque. On peut voir parla que. pour déterminer le 
maximum ou le minimtim dans ces fortes de courbes, il faut, 
fi l'on a réqdatioD par rapport à un arc décrit d*un rayoïi 
variable , la changer en une autre dans laquelle l'arc dx foie 
décrit avec un rayon conftant, intégrer enfoite &,voir fi en 
aioutant & en retranchant l'arc d x , les ordonnées croiflènt ou 
décroiflènt en même temps. Dans le premier cas, l'ordonnée 
eft un minimum j mais elle eft maximum dans le fécond cas. 
Si les ordonnées croiflènt d'un côte & décrdilïent de I autre, . 
on na ni maximum ni minimum j mais feulement la courbe 
de concave devient convexe ou réciproquement , & l'on a un 

point d'inflexion. . » . • 

<9.EjLOBLiME. Déterminer le maximum ou le nummum 

dans la courbe dont l' équation eftdx:=s — — --.; 

^n fujffofant ix un arc décrit avec le. rayon variable jr^ 
^'ranfpdrtcz l'équadon à un arc décrit avec le rayon a, eu 

feifant^: d:ic;: a: d^j^d'od l'on tiredATss • 

donc J^l^ « ?l^^,di:=:zjiy{aa-yjy^ 

j=s— ^tf tf — JJ')^, ?*=tf tf r-yy; ainfi :?: cft == Hh 
^ ( aa-^yy ) , ce qui fait voir que Parc \ eft. = o lorf- 
que/=rf, & imaginaire Çiy>à. On a auffiry* = ^ a — ç*,^=i 
V(*«^^— îî)=V(tf<«— oo) = tf, lorfque l'ordonnée y 
eft la plus grande poffible. Si on lubftime o-f-</î,oub— rfç 
ilapIacc<&^,l'on ay = V(tf ^ — ^t'X V ^« î ^^^^ 
Torcionnée tf eft un maximum. 

Pour décrire cette courbe , on prendra un rayon C A= 4 
{fig. 4x), avec le<picl on décrira un cercle. Prenant lo 

G3 
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point 'A pour t'orîgine ici arts ?'=AP, Ap, on dreca 
les rayons Ç?^ Cp Se prenant Cw = V(tf<« — ?î)> <>« 

f>renam C m moyenne proportvonnefle entre « -4^ ^ & ^ •«-* ^ ^ 
e point m appartiendra â la courbe. De même prenant C n 

s=: V («^ "i^ "~ ^ P ) 9 ^^ pc^m n appardencka auffi i ia courbe* & 
Ton prend rarcA^=tf=CA, Ton aura^=V(<iïtf — ÎZ) 
£= V ô :âs o ) ce qui prouve que la cpurbe pailè par le cen- 
tre C du cetcle gënéraeèut. On voit auàî que la tangenee A T 
eft perpendiculaire au rayon C A. Si en TuppaTam l'arc d ^ 
décrit avec un rayon cooJlaat = a,, on avoic Téquadora d^ 

' ' 7- , en (uppofant iji =0, Ton aaroic 




^jfi m>ÊB tf« )X=s:o, jf' =s a*^ ^sssa. Mais en intégrant , l'oo 

• j = o lorfque y =z a ^ z \z place de { , écrivez o 4- rfj, & 

vous aurez jf =s:(<i< -4-. |- i^^ )T, Mais en écrivant o — * £? { 

Ton a y = r tf ^ — j-. J ^^ )T , la première valeur eft plus grande 
Se la Jecocidé plus petite que a ; donc l'ordonnée a n'eft ni 
maximum ni minimum. Il n'efl pas maintenant difficile de voir 
comment il fàùts'y prendre lorfque iy cft infiniment plus grand 
gue dx». . /i 

(îo. Pro blême. D* un point donne Xj fitué fur 

€axc d*une coufbt , mener à cette courbe la plus courte 
Ugneh M qu*ilJbitpoj[/ible (^fig, 42 ). Sok AL =5^, 
A P = Jr , P M = j^ : donc PL = * — :r ; 
inaîs le triangle redangle M L P donne (ML)* 

s»( P L)* 4- C P M)* === A t •— 2* Ar-+-:rJt: 4-yjr 

r=: ;{;{,en fuppofant ML ;= r. Si Pon uegarde ç 
comme Tappliquée d une courbe , & qu*Qn fafic 
3r/:f = odans le cas dix minimum , on aixr^-^ 2 bdx 

«+- 2xdx -+- aj^^jr = 21 . dz = o, j^^jr 
cssidx—xdx (en tranfpofant & divifant^r2 ) ; 

donc ■ ■ ^/'^ = * — :^ =PL. Or ( félon c© 

y ^ y 

qu'on a vu ci«dellus) *^ » ^ la formule de 


■ri 
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la fous- normale ; donc P L eft la normale. Si du 
point C {îtué du côté de la concavité de la courbe, 
Qjti vouloit mener la plus courte ligne CM, ayant 
tiré les lignes CM parallèle & C/? perpendicu- 
laire à Taxe, je fais A p =/, Ç/ = /w P = c , ^ 
Vai Mi;? =j< — <; , C m=rP P == f'-r- x ; iç faifant 
jCM =^{ , il vient ç j == (M^tz )* -Jr (Cttz)^ =j^ 
— 2cj^ -i-c^ ->-//— r2/A: •+- ;^?ar. DiflFérenciant 
^ fuppofant </{= 9, j*aio=2y ^v — 7.cdy 
r^2fdx'^2xdxi trànfpofant gf divilant par 2, 

il vient </j^X {yrrc)=^4x y. (/— ?r), --t^ 

s en multipliant tout par y , Ton 




, d'où Ton tire M /ti 


donc C M eft normale. 

Si Ip point Î^T , duquel on veut mener la plus 
courte ligne eft hors 'de la courbe , ayanf abaifle 
le perpendiculaire N B , je fais la-Iignô connue ( le 
point N étant donné la diftance de .ce point a Taxe 
eft cenfée connue) N fi = c, A B =i=/, & menant Mn 

parallèle à. l'axe A P, j'ai M/x = BP = x —f^ 
^n=^C'r-y,S,c faifant la ligue N M r= j[ , il vient ç* 
=fCN/2/ ^(îAny^Ccr^yr -f" C^— //• ^ 
différenciant, l'on a2id{ =: — 2dy iç — y ) , 
'^adx X (x — /). Faifent ^jf =0, divif^nt 
•pat 2 & trànfpofant ,dx y. (y—/) =5= dy ^ 

^. ^. <?> x-^f jydjf_ (x—f^y 

^ ^^ '^^ "HT ~ "7^7' ~x — c-jK./ 
4*où l'on tire ^ — j' =5sN « : x rr-f^^i^n M : : ^ = 
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y d y 

MP : PL=-^-— ;doncIa ligne N M «ft normale» 

Si la courbe avoit une féconde branche A ^ , 
dont les points correfpondans ' à ceux de la bran- 
che A M fuflent également éloignés de Taxe A P , 
îl eft vifible qu'alors R s normale à la branche A ^ , 
feroit la plus courte ligne qu'on pourroit mener du 
point R lîtuéau-deflbus de Taxe, à la branche A 5. 

Corollaire, Il eft aifé de comprendre que iî 
la ligne A M étoit droite au lieu d'être courbe , la 
jdus courte, ligne qu'on pourroit lui mener d'un 
point quelconque L , C, N feroit4a perpendiculaire. 
^ Pour réfoudre un grand nombre de queftions qui 
dépendent de la méthode des maximis & minimisy on 
exprimera par une fonftion de:t(^) la quantité qui 
doit être un maximum ou un minimum '^on la fuppo- 
fera enfuit e égale à une puiflance de j^ , que Ton 
tlifférenciera en sY prenant comme fi l'on voulôît 
chercher la plus grande ou la plus petite appliquée 
-d'une courbe. 

61. Problême, Trouver un rectangle qui fou le 
plus grand de tous ceux dont la fomme de la bafe & 
de la hauteur ejt la même & r=zxa. Soit x ^ là bafe 
du redangle cherché , retranchant xitOLa^ l'on 
aura la hauteur =2^ — x , qui étant multipliée 
par AT, donne 2a x — atjc , furface du redangle 
cherché. Je fais cette quantité z=zyyi done en 
différenciant & faifant ^ j = o , l'on ^ 2 a d x 
— 2;e^A;=:0,2 a=2x^ica=:x^ doncla bafe eft 
égale à la hauteur , & lereftangle fe change en un 
quarré dont le côté eft = a moitié de la fomme 2 a. 

Remarque. On peut voir aifément que le 


(*) Une fonétion de x eft une expre/fion dans laquelle ji^eor 
tre ^ foie qu'il y ait des confiantes ou non. 
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réfultat feroit le même, en diifférenciant 2 a x — xx 
6c fuppofant fa différentielle = o. Ainfi on peut fe 
diipenfer d'introduire j. 

. C o R o L lIl I RE. Si 2 a repréfente une ligne 
quil faille partager en deux parties x 8c2a — x,- 
dont la reâangle doive être le plus grand poflîble , 
on trouvera que:t = ^, ceft-à-dire, qu'il faut 
partager cette ligne en deux parties égales. Si 2 a 
repréfente un nombre qu on veuille divifer en 
deux parties x&c2 a — x, de manière que le pro- 
duit 2a x — XX foit le plus grand poflîble , Ion 
aurajif=tf, ceft-à-dire, que leg deux parties 
ieront égales , & chacune fera la moitié du nom-- 
bre propofé ; de forte que fi ce nombre eft 12, 
les deux parties feront chacune = (5 , & le pro- 
duit 3 6 liera le plus grand qu'on puiflè faire, en 
prenant pour produifans les deux parties de 1 2. 

Si on doutoit que le réfultat fût un maximum ou 
un minimum , on fubftitueroit ix -+- «/ x dans Tex- 
prelïîon 2 a x — x *==y*, & Ton auroit 2 à^^2 adx 
"-^aa — aadx — dx^ '=szaà — dx^, SuWHtuant 
enfuîte il — dx au U«u de a?. Ton auroit 2 aa 
— 2a dx — tf^ + 2adx — dx^ ^=^ aa — dx^y 
donc puifque les deux réfultats font tous deux 
plus petits que aa^ qui vient de la fupppfition 
de ^j' = o , on a trouvé un maximum. 

62. Problême. Infcrire dans un^ cercUJe plus 
grand reciàngU poffibU. Soit fuppofé ( fig. 45 ) 
ABnm, le redangle demandé , ayant mené les 
diamètres F G^ Ai parallèles aux côtés du rec- 
tangle, ce reâangle fera divifé en quatre redan- 
gles égaux C) 9 ^^^^ ^'^^ ^^^^ LCgB; ainfi fon 

; (^) Car un diamètre perpendiculaire à la corde d'un cer^ 
ide , la divilè en deux également. ( Voyesi la Géométrie )• 
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quadruple fera évidemment égal au reâtangle cher-r 
ché. Faifant le ra^on du cercle = ^ & comptant 
les abfcifles depuis le centre, lordonnée figîêra 
= y^ (aa — ATX ), & le redan||| Bg CL fe^ 
Ta =: X y^ ( a a — x x )y dont le quadrupte 
^xl/^Caa — xx) = l>xl/^(aa — A:A:),en fuppo- 
fent 4=«A, fera le plus grand redangle c'herché. 
Différenciant cette quantité & fuppoiant la diffé- 
rentielle = o , Ion aura b dx y {aa — x x} 


^ î 


^^bxxdx (a a—xxf^sszOy ou en divifant par b ix 
& tranfpofant ^yi a a — xx) =^\Ar :»:• (^ ^ — xxj » ; 

multipliant tout par ( a a — xxy ^ ÎI vient a a 
'^x X =:xx.(aa—'xxf =:xx; donc aa=^ 

9,xx, ^* «= -^^, xzszy^ -^1.. Subftituant 
cette valeur dans 4:*: V^ (aa — atat), il yîent 

dpnclereâangleB^CL a fes deux côtés Bg, Cg 
égaux ; donc ce reâangle & par cpnféquent fon 
quadruple, eft un quarré; donc le plus grand rec- 
tangle qu*on puifle infcrire dans un cercle /eft le 
guarré. , ' 

65. Remarque. La valeur de Xy que nous 
veynons de trouver, feroit là même, fi ayant de 
différencier on eût ôté le multiplicateur cons- 
tant b. Ainfi on peut en ufer de même toutes les fois 
<3u*il s*agit de trouver un maximum ou un mini- 

mum. En effet , fuppofons que — y repréfentç 
une quantité qui doive être un maximum ou un 
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minimum , fa dlHereatielfe , en faifant dy s=: o, 
fera -7- ^j^ = r-7- X o = o, I0 même qu'on eût 

trouvé en 6tant l^Wdeurs a & —7-. Si cette diBFif- 
tentîelle cft fuppofée — dy = -^-7 rr — 1 & 

** (tf — JCJ 

qu'alors on fuppofè ^^ = 00 , Ton aura ( a^^xy 
*=o, tf — jc = o,x=:a, la même queC^feul 
eût dû être un maximum ou un minimum ; on peut 
donc avant de difFérencier ôter les multiplicateurs 
& les divifeurs conftans de la quantité qui doit 
^Étre un maximum ou un minimum : ce qui fertà fim- 
|flifier le calcuL 

^4. P« osLÂJ^B. Trouver la plus courte ligne FM 
qu^on puijfe mener entre les côtés indéfinis d'un angle 
droit FB M par un point DJitué entre fes côtés (fig. 44)» 
Ayant fait le lea^anglc DCB A, CokAB =5=a, BCzszb^ 
AT=x, onaura(FD)*=(AF>-+-<AD)»=(AF)» 
-H-(BC)» =:î:v» -^-^jft FD=5=\/('^* +* jc).Mms â caufc 
des triangles femblables FAD & FBM; on aFA : FD :: 

TB :FM, ottXiS/XBi'-hXx):: fl-H»::FM=.^^ 

.'X ^(ib-h-xx)^, Sqppofant cette qp^ndté :5oy & diifêrçn^ 

aant , il vient iy = — » — •. — X v(ii-+-« x)4- 

•*— ^XTXiA:.rfjr.(3£-|-jr5f) »=± xV(^*-+-^^) 

•^" ' , , " ". En reduifknt au même dénominateur. 

* V < bk H-**) . . • 

— « i i^ / « — 4 * X <f .r -f- « « * if * -f- « « « ^ « 

J*oû a dy:=. ' — ' ■ ■»' 

vRédoifiiiitÀ fii]^oiknt ijs^so , 4tant Je dénomitment ic diviiânt 

Îztix^ il vient — a éJ-f-x< = o,jr' = tf ^i 5r jcî=s yf ahh. 
\ donc on cherche deux moyennes pioportiosnelies cntrç ^ 


io8 Cours de MATHéMAtiquES, 


& D , on tirera FDM, qui fera J^gne chercliéc. Si dans 
J expreiKon ■— L^«» , ,, z= d y 


A tf , la première fera r=zxi^)\ prenant donc A F ëgalc . i 
cette première moyenne proponionnelle , par les points F 
^n ^« '--ra FDM, qui fera J^gne chercln'- *•- ^ 

se : on fuppofe dy. infini. Ton aara 

x^y/ihh^xx) "^ 

Hh V ( — ^^)> quandté imaginaire qui fait voir qu'il n*v a 
a pas d'autre minimum que celui qui eft indiqué par x^ 

Remarque. Pour avoir x , on décrira autour de 
Taxe A M ( fig. 45 ) avec un paramé tre = b la parabole A Î>P j 

^ h 
prenant A B = & menant B C perpendiculaire i Tne AM 

& = , du point C avec le rayon C A , on décrira un arc de 

•cerle A N D , qui rencontrera la. demi - parabole A F en un 
point D; & l'ordonnée D M fera z=ix. En efFet , DF = D M 

— C B = Jt — -: — . Mais par la nature de la parabole , A M 
:X « = (D M)% ou ( AM ) = -11- i doncB M= — 

b 2 

•— — i — . Et parce que CF = BM, l'on •a;ura ( CD Y 
= ( a:— j-*-^ — — - — ) , quantité qui fc réduit 

2 2 ff _ 

.. «^ ** ^* ^ • ' 

3~ tf ATH 1 -j . De plus, CD=CA, 

4 ^^ 4 - .. 

\ (ÇA)» = (AB)* + (CR)*=— 4-— ^doncii 

'44 4 


f ") Soit X la première , \ la feconde moyenne proponion- 
„jllc cherchée j donc on aura -^ b : x : j : a (voyez lé 
calcul) ^&i3};v? :;i : a^blar^x^è^ xi^= b^a^ &Ar=5 


ne 

c: 
i 
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«4 X^ «4 


= — fl :v H- - -f- — _ -f- ■ 5 donc 

4 ^^ . 4 .4 

craitfpolàiit & réduifanr, z=2 ax, x^ =:: hb ax ^ x^ 

? ^^ 

c=35fl, x= vfli63 j donc DM = at. 

Remarque. La progreflîon -ff ^ : jc : f: a ( dernière note ) 
donne b : a :: b^ : x^ ^ ôc tn renverfant la proportion , x^ : 
i* : : a : 3 ; donc fi tf eft double , ou triple , ou quadruple , 
&c. de -6 , le cube de x fera double , ou triple , ou Quadruple , 
&c. de celui de b ; donc on peut facilement réfoudre le pro-' 
blême de la duplication du cube par le moyen du cercle & de 
la parabole» 

^y. P R O B L Ê M E. Infcrirc le plus grand triangle 
pùffible dans un demi -cercle ABm {fig. 46"). Soit 
le diamètre h m :=sz a^\ & le côte AB = x. 
iPuifque Tangle B appuyé fur le diamètre eft droit , 
le triangle A B/w fera redangle. Selon aura (B/7^)^ 
==CA/72)^— CBA)%B/72=V^Ca tf— :c^) & le triangle 
. AB/n fera = 4.AB.B/w=î Arj/C^tf — :x:Jf), 

Ù. X 

dont la* différence égalée à ordonne X 

-1 

l/^{aa'^xx)'^\.\xy. — 2xdxy.{aa'^xx) * 
dx ,, , xdx 

==0, OU en réduifant au même dénominateur-, 

aadx — zxxdx , • 

dy^^Oidonçaa-^lxx 


2 y ( aa-'^xx) 
4ss:<>^ aa=^2XXj XX:= -, ATSss tfl/^7 

Siibftituant cette valeur dans Bm=:j/'(a a — xx)j 

Ton a Bm =^V ( — --^ )=iVk\ 

4onc B A = B fl», . cf eft - à - dir« , que le triante 
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îfocelle eft le. plus grand qu on puiflè infcrire dan< 
un demi-cercle. 

Si on fuppofoit dy ^ _-_-__-=«oo ; 

Ton auroit T^Y^Ç^aa^-^xx ) = o, tfa — jr^^œo, 
aa^=ix x^ tf=±sjt; donc le côté A B feroit égal 
au diamètre A /n , avec lequel îl fe çonfondroit ; 
jBc par conféquent il n y auroit point de trianele , 
ou 9 il Ton veut, le triangle feroit :t=so; ainu on 
ne peut avoir aucune autre folution admiilible 
de ce problême que celle qu'on vient de domier. 

65. Problême. Infcrire dans une fphère un 
cône dont la furface convexe foït la plus grande pofi 
Jible (fig. 47 ). Soit le diamètre de la fphère=5tf^ 
la hauteur AD (du cône cherché C A/n ) = ;ip; 
la furface convexe de ce cône étant égale au pro- 
duit de la circonférence décrite du rayon D C mut 
tipliée par la moitié de A C , & les circonférences 
étant dans le rapport des rayons , la furface cher- • 
chée fera proportionnelle à C D x A C. Or A C = 
l^(tf.Ar) & (JD=s \^{ax — X x)y comme tout 
!e monde le fart ; donc AC. CD=V^tfxx 
^^(tf.jt— ^ar)= \^ (a^ X X — 'ax^)\ doncpuif- 
.que cette quantité doit être un maximum^ fou 
(\ji2LïTé a*- X X — ax^ le fera auflï; donc 2,a^xdx 
— *- ^ax^ dx^=^Oj 2a-^^x =sO,2tf=3;r,& 

^ =5 ; ainfi Taxe du cône cherché doit être 

les deux tiers du diamètre de la fphère. 

Remarque. Dans le dernier problème^ nous 
avons pris la différentielle , non de la furfece du 
cône, mais d*une quantité proportionnelle à cette 
furface ou qui étoit en taifon donnée avec cette 
furface j or c^eft ce qui eft toujours permis dans 
^UcBsdù^aximum^miixLr^inimuiniçsir k)it iuppo^as 
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une quantité quelconque c;c — x'=y, dont oh veut 
avoir le maximum ou le minimum. Si au lieu de 
différencier cette quantité, je différencie la quàn- 

b \ 

tîté — {ex — x^)^ qui lui efl proportionnelle, 
ou qui eft à la quatitité propofée dans le rappoit 
^e a i b, puifque Ton a a : ^ ;: cjt -^— x^ i . 

a. 

X ( cx^x^)y TonauraC 53 ) la même valeur de x. 
Cette remarque peut être utile dans pluCeurs cas* 

6'j. Problème. Sur la droite Am comme hypothinuft^ 
conjlruire U plus grand triangle reSangle nojftble ( fig* 
4 tf). Soit la droite A /w= a , le côté AB= Jtr ; donc 
Tautre côté fera = 1/^(4^— .Arji;), & multipliant 

par B /», Ion aura y^y^aa—xx) 

pour rexpxeflîon dé la furface du triangle ; donc 
eii opérant comme ci-deflus (6^) ^ on aura AB 


aa 


tsnBmss!}/^ — ^—5 c'eft-à-dîre, que le plus 

jgrancl tri^ingle cherché doit être ifocelle. Donc fi 
ïîir le diamètre A m on conftruit un demi-cercle 
& que du milieu B de ce demi -cercle on tire les 
cordes B A , B m , on aura le triangle cherché. 

68*ProBXÊME« Infcrire un cylindre inmfÇ^fig. 
jl.8^ dans unefphire^ de manière que ce cylindre ait la 



-ar :r , par la propriété du cercle; or la cîrconfétence 
du cercle décrit avec le rayon Pot , eft comme cette 
ligne. De plus , il eft vifible que P/? = 2 ^ ( car fi du 
centre C on tire Ci perpendiculaire {vx nm^nm-z=sz 
fVy fera coupée en deux également en 5}; donc la 
quantité 2 x. y^( a a^^^x ji? ) eft proportionnelle à la 


1 
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furface convexe du cylindre cherché; ainC en (aifant 
^s=2y. y^{aû — xx)y ou y;y:=:^xx aa — ^x\ 
Ton aura ly dy s= o:=S x.aadx — 16 x^ dx^aa 

p— .2x:t=0, tf tf s=; 2a:x, ;r*=B 9&Jips=a 

\^ — . Prenant donc CP = l/"- ., ou 

prenant CP moyenne proportionnelle entre a 

& — , Ton aura le point P , par lequel menant 

Tordonnée P m , le cercle du rayon P m fera la 
bafe 9 8cVp Taxe du cylindre cherché. 

Remarque. Si la courbe Amfb étoitune ellipfe 
dont le demi -grand axe fùt=a, &le demi- petit 

axe =^, Ton auroit P/b=5 y^Caû^'^xx); 

a 

& multipliant cette quantité par 2 jt , le produit feroit 
proportionnel à la furface du cylindre infcrit dans 
f ellipfoïde. Or, ce produit eft en raifon donnée avec 
celui que Ion vient de trouve^^'pour la fphère ; 
donc (remarque du n^ 66) on trouveroitla même 
valeur de':*r,L*on trpuveroît auflî la même valeur 
de X , s'il s'agifibit d'infcrire le plus grand reôan- 
gledans une ellipfe ; car ce reftangle feroit=:2 P/tij 

>^2^=5=4:r — j/^Cûtf— . xx)'y donc on aura le 

plus grand reftangle qu'on puifle' infcrire dans une 
ellipfe , & le cylindre de la plus grande furface 
convexe qu on puiffe infcrire dails une ellipfoïde , 

en prenant CPs=:rt=v^-^. Subftituant cette va- 

leurdans celle de(P/72)^,onaCP^)^== — x -^ 

a a i 

5= , & F m =|A , qui eft moyenne 

proportionnelle entre iSc — • ' M • 
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Mais lafolidité du cylindre infcm dan» la fphè« 

étant prôpoKionnelle à 5 jc. Pm ou à zaax-^zxi'- 
fom a^t 1« ftmgnnd cylindre qu'on puirj 
micrnre dans une fphère, on égalera à olaiMÔ- 
rentadle d« cette-^antité i ce quidojMîeraaa^i/* 


---6* ^*=«0, *«KCf.*>, &2*«2.KC5.aJ. 

Telle fera la hauteur du plus grand cyGndre qVon 
peut infarire dam une fcfcère dont le rayon L a. 
A 1 égard du rayon de fa faafe, U eft aifé de voir 
lîoe P /» eft afors as y(i^. a), ^ 

69. Problème. Diyifir une lignt A h ( €tu aq^ 

la ligne A * = «, Ac = «r; cfonc c^=: a-^xi 
donc en fatfent;, «=^C^_, ;», r^n aura ly =. 

== Oi donc tranfpofant & divifant par x"-' x 
C<x— *r- ^*, Il vient «« — «;,==, „^^ „^ 

==«^_H„^, *^-~î donc fi ;„«;, a, 



«« I, l'on a *«= -11. c'eft-à-dire, le plus 

* fera = -- î ainfi le plus grand leâangle qu'on 

lnifi-^^%^T^^' deux parties d'une ligne* 
aura heu , lorfque ces parties feront égalefli^- 
fep«fcnte un nombre & q„'on fuppoE ^ =^ | 
&»-:», l'on au|.a*=* ^, ^ p„ ^^^^ 

'T^'iT'"""' T-i dooctepl^s^^andpro. 

il 
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duit qu on puiflè foire en divifant un nombre en 
<Jeux parties & multipliant le cube de lune par 
le quarré de l'autre, aura lieu loïfque la première 
partie fera les \ de ce nombre , & la féconde les 
deux cinquièmes ; ceft pourquoi fi lé nombre 
donné eft i6 , la première partie fera = 6 , & la 
féconde =4, & le produit du cube 216 par le 
quarré 16. ou 3 476 èft le plus grand produit 
qu on puifle faire de cette pianiere. Si n étoit un 
nombre négatif, la quantité x"" (a-^^-xy feroit 
alors un minimum. Par exemple, fuppofant /» = j 
&;x=:— -2,ron auroitAr=3a, & x"" (a — x^ 

feroit un minimum. Si/f = — I&i7i = 2, Ton 
aura 9 qui, en fuppofant x = ^_^ =; 

d^ a a ■ • i^CLd ' 

2 a , devient = • : — «== — = — 4 tf. 

Donc alors le point chercfié C fe trouvera fur le 
prolongement de la ligne Ai , de manière que A C 

fçj.^ j—. 2 û = ^ = 2 a. Si on fuppofe le déno- 

711— ^n 

minateur tf — je = o , 1 on a ^ ?= *■ ^ 

« — 00 ; <lonc il y a un maximum pour ce cas. En 
effet, fi Ton fuppofê x moindre ou plus grand 
que a. Ton trouve une quantité plus petite qu en 
fuppolaht Ar=^. 

70. PROBLêME. Divifir une ligne a en trois par* 
des > = a:, 5 = î, C7= tf — x — ^ telles que Uur 
produit gsszx^i^ ( tf — AT— { y fait le plus grand 
poffïble. Je différencie le produit g, en regardant 
d'abord X comme confiant ,èc]zim dx.x""'^ {' 


-"°-"-~----^ Tl. 
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Divifent par dx «"— ^' x (a — , _^y-.^ il^ie„^' 
m. (a— X'— î)— . rxïsfc o , d'où l'on tire * = 

— ^ i ; . Cette valeur de *• étant fubftitue'è 


na 


dans", le produit 1-, donnera en ôtant le faveur 
confiant, ^« (d— ^)»'*^ La différentielle de 
cette quantité étant divifée par <^{. ^ " - ' & égalée 
ào, donne «a— «^ — ro^—r ^=0, ou r 
^--— * Subftituant cette valeur dans celle 

de X l'on trouve A= ^_^' - .Subftituant 
la même valeur de [ & celle de^v, que nous ve- 
noos de trouver dans celle de C, ona 0= Il 

oi /» == n =r== I, les trois parties feront égales i^ 
& chacune fera le tiers de là ligne tf; ceft la 
même chofe 5'il s agit d un nombre. Si Ton veut 
divifer une ligne ou un nombre a en quatre p2it- 
tîesA=:r,B = î,C=tt,D=tf— jc — 7_« 
telles que le produit de A'" B« O D% foir un plus 
grand, en faifant ^ 4* /x + r + j = r, on aura 

A -— , Bs= -~_^C= ., D =? 


— j — ; de forte que les^arties de la ligne ou du, 

nombre a font entr'elles comme les expofans de 
ces parties; ce qui a lieu, quel que foit le nom- 
bre des parties. Si le nombre donné, eu = 6 , & 
que 772= 3 , /2 = 2, r= i , les trois parties Ve* 
ront 3,2, I , & le produit du cube de la pre- 
mière par le quarré de la féconde, & la première 
puiflance de la troifiéme fera = io8, qui eft le 

Ha - 


«■ 
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plus grand produit qu'on puiflb fair^ av^ les troJ5 
parties de ($ , en multipliant le cube de 1% pre- 
mière par le quarré de la féconde ,. & la pcemiejr« 
puifTance de la troifîéme. 

On peut remarquer que torique la quantité 
cherchée répond à plufieuBS inconnues qui dé- 

f)endent Tune de Tautre , on peut les fuppofeir 
'une après l'autre variables & les autres confiantes, 
& mettre les valeurs trouvées dans la preiyiiere çx- 
preffion jufqu*à ce qu'il n y ait qu'une inconnue, & 
alors on trouvera la quantité cherchée pac la mé^ 
thode qu'on a fuivie dans le problème. 

71. P&pSL^B. De tous les mah^ltfi qu^onfeiutcor^rum 

fur la même baf: Kmff de même ^énmêtYe , quel eft celui dont 

iafurface efi Ic^fl^s grande (fig. fo )} Soie le pécimâtress zp^ 

la ba& Ani=zay le côté Abr^sxy le côté b m ièra= \p — a, 

V— X. Or (félon ce qu'on a dit ààns ia Géométrie) la £itfkce 

chptcliéç eft =5r Vf«(F — «)• (F'^^h (tf-rHAf-rp}. Sap. 
bofant cette quantité s= j/ èc quarrant ^ il vient p X 
{p — a) x(p — x) x(a-hx' — pjsssj»* oq en exprimant 
le b^itbme par L & (e fouvenant que la (omme des lo- 

fa^itiuncs des parodoifans eft égai^ ai} lo^a|:ithmç du prodfiit, 
^'•P. 4- t. (p-r-a) -i-JL. (p — *.),-f- L, (a -t- jr--pp) 
= z/L.j/^ & parce quçp4c H font dès quantités conftamcs, 

— dx à X liy 

-ï- : h — T — — — =» ' ". ■ ■ ' î=o, wfaif^çif 

s= Q 3 donc — ■ " ■' - ' '■• ss 9 «u » jj 

yg- -r . ■ PU pr-rx =?: arjry-r-p; donc af- -=ia 55 

^ jr ^ ainû les côtés A i & i/nTont égaux , & le triangle chei: 
iché eft ifocelle. 

CoROi.JLAi.itE. Donc entre tous les triangles dem^oe 
jpérimêtre i p , celui qui a le plus de furiace eft éqdiiatëral. Cat 
^i Anzb eft le triangle cherché, quçUe que foit fa halè A ni) 
ies deut autres côt^ doivent être égaux , félon ce qu'on. vient 
de dire ; donc en appclla^t x x cette b^fe, i p — i ;v fer» 
Texpreffion de la foiaimedes deux autres côtés , &p— Acfcia 
Yexpreftlon de chacun de ^es côtés. Donc lafudEace^^ {èraes 


\ 


riMb» 
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f :±t 5 je, jr= -^L- & 'i:vb= -,!£-.; donc la bafe ett 

le ûtïs du péridiecre ^ & comme chacun des autres câcés 

cft = p — x=f fcs ^ = ÎL-, le 

triangle âtt>it être ëquilaterd. 

74. Pk ô ô t ê M Ê. JT^/ri /DÛ5 /<r^ pàrdUltplpUes 
igaûx à Un cUbt àonné b^ & fjui ont pour un dt 
leurs côtés la ligne a , trouver celui qui a la plus petite 
Jurjfact. Soit ùc Tun dés côtes cherchés , k pro- 
duit à. i fèrâ égal â iine des faces qu'on peut con- 
Cdéfer cbmmé la bafê ; divîfattt là foJidké b^ par 

la bafè ax^ Ton a fa hauteur — — -. Multipliâitt 

ax * 

çefté hauteur ^àr a & par *•, on aura deux pro- 
duits ^ dont là (bmme îfera la moitié 4é la. furfàce 
... . ... '^j ■ ' ^j ' 

latétale;^ dcwic ajc 4* — ^ — ^«f*. ^ • > eftbitioi- 

- . ,.îv a. . 

tié dé là fùrface; Êgailant à o là diîFérentielle de 

_i'> . • * •% ' , h b B d X 

cette qtiamct^^ Ion' a «i/ar -— — ■ - '. v , 2=- a, 
c6té- ^ ' ^ f . ■ aai V^ ». . ■ ' - ,gr l/"— : — ^^îdbtîcttn 

4 Aç . ^ CL'a.x X a 

dés fcoéés ±=: tf & les deux autres . font cKacun =a 

75;ft<è«lL4lïE. Enttétoks hipatàltÛipi^hâés lÊgàix 
au cube b^ , fK^ tftctUii de lÀinabiM'fmfaU> 

H3 
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Si on norame un des côtés x , chacun des autres 

fera V^ ', comme il foit de ce quon vient 

de dire (*) ; ainfi en prenant la fomme des produits 
des trois côtés. Ton aura la demi-fuperfacie C*) 

* Jtf se 3Ê^ 


donc jù^=ii/'(b^ x)^ Ar*=iî jt, ^3 ===, ^i ^ ^,5. 


donc le côté jv = ^ ; & comme chacun des autres 
eft =ï<^-^ = ^_il_= v^**r=^, ileft vî- 

fîble que le cube propofé fatisfait à la queftion. 

74.. Problème. Éntrt tous Its cônes qui ont 
' la mime, folidki donnée , trouver celui de la moindre 
furface convexe* Soit y le rayon de la bafe, x la 
hauteiir , j/1 {y y J^x x) fera le côté du cône.; & 
faifant i : ci: yi cy, on aura la circonférence du 
rayon y^ c étant la circonférence du rayon =1; 
donc cy \^ {yy -+- ^ jc) fera comme la furface 
cherchée , que je fuppofe=;f,Donçen omettant le 
fadeur confiant , .:[* = j?^ -+- jp :v j^^ , différenciant 
' & ifuppofant ijf =0 , Ton a 2 {.^î= à =4^^ dy 
4- 2 :v^j^ i jif -H 2.x^ y rf j'. -Maintenànt.la falidité 
étant comme le produit de la bafe ( qui eu comme 
le quafré du rayon ^Jl $t dé la hauteur , l*onala 
folidité proportionnelle à xyy. Mais la folidité efl 
cpi^flante . par ^ la fuppofîtionT ^oibs, la différen- 
tielle de y^ X fera = 6; ' ainfî .2yx ^y ft* y^ ^^ 

{*) Il n'y a qu'à changer a tvk x, 

( ** ) Car pour avoir la furface totale , il faut dotibkr la bafe 
& preivkç 4éax fois le pro'duifi d'un <fôté de ia^bst&pâl la4iaa- 
teur ^ «à caufe des de^ &ces Of!pp£(es ég^s. . ;. 
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^ss^o, y d X ^aesi*^ 2 X dy. SubftitTOnt cette valeur 
Ae^ dx dans la différentielle de la fur&ce , Ton 
B,^^ d'y — ^x^ y dy -\r 2x^ydy:=z0j ou^^y^ 
-i^jp^ïaaso, 4y* =2 :v*, 2j^*= XX ; donc le 
quarré du rayon de là bafe ^ doit être la moitié 
du quarré de la hauteur. 

Si kani donnée la folidué d!un vafc cylindrique 
rempli d^eau 9 on demande quelles doivent être fes di^ 
menjions pour qiCil contienne une quantité de liquide 
donnée ^ fa furface interne étant la puis petite poffi-^ 
ble , on fera =: a^ la quantité donnée de liquide , 
ou la folidité ou le volume de TeTpace intérieur 
du vafe , ^ le diamètre intérieur 9 { la hauteur 
intérieure 5 & le rapport du diamètre à la cîrcon- 

férence = i :r« La bafe du vafe fera donc ^ 

fa capacité a=s ^5 =5 1— ,& la furface concave 

- ' '4 

«sssc xz» A caufe de a^ = i — ^ ou de f «a 

^ on aura cxr=z .Or la furface 

ex* ^ X 

ex* 
de la bafe eft =: — ; donc la furface cher ^ 

chée eu ■■ H" > qui doit être un 

^ 4 

• r t9 — 4a»^Af . cxdx 
minimum \ amu ion aiira 




s= O ou — 4 tf 5; -h «==0 ou f AT^ sa .8 a^ 

* • 1 'V 

OU X^ =» ■ 9 » =^ i 9 & l 


1/ I ■ 

ay c* a\ O s 


V c Vc* V c 


y' c ex 

» 

• Donc la Jiau- 


H4 
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tcur întërieure de ce vafe doit être égale au demi- 
diamètre de fa bafe intérieure ^ Se ùl furfâce 

concaTe aou être sss — -4* r^ss a tf a le 

* 4 

7y, Problème» Dans un iriangU tromper un 
point o {fig. yi ) /e/ qut lafimmz dis lignes tirées de 
ce point aux trois angjks fois un mitfimom. Da 
point b je décris un arc de cercle qui pailê par 
le point cherché; fuppofant le rayon <fte cet 
arc confiant & sa ^ ^ ao^sAy^ocasix, |'ai 
gj^y^x^ qui doit être un moindre. Donc iy 
+dx=: o , dytea ^^dx ; donc en ^ppo(ànt que 
Tare infiniment petit oi ^ qu'on peut regarder 
comme une ligne droite , rëprélêhte la différence 
de V^cfoj les parties on^om des lignes ao^co, 
çomprifes entre le point p, & les lignes im, t/i ti- 
rées perpendiculairement fur co & ao^ pourront 
repréfenter les différences dé ces lignes , qui par 
confèquent font égales , &rançle nois=zmoi C). 
Mais ces angles étant ajoutés aux angles droits iab, 
b or (on doit faire attention que les angles ion, ta r 
font oppofés au fommet, & par confèquent égaux, 
& qu ainfi on peut ajouter ror au lieu de ion), don- 
neront les angles boe,boa égaiix. En concevant un 
arc de cercle décrit du^ point a, ou prouvera de mê- 
me que les angles abb, aoc font* égaux; donc leâ 
angles que doivent faii^ entr'elles les lignes tirées du 
pomt o aux trois angles du triangle, font égaux; Se 
comme ces angles valent ^6o^^ chacun eft de I20^ 


(*) Si du quarte de Thypoténufc oi Ton 6te \ts quartés 
des côtés oriy otriy le» racines des reftes égaux donnetont 
tes côcés égaux i n > f m ; donc les ttlangles ofni^oniorit 
tous lents côtés égaux zw hî^ que leurs angles. 


NI 
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Remarque. Le problème rfeft pa$ toujourt 
^otEtie* Car fi le triangle ^ i^ c étolt ifoceile ûettùt 
niere que Tangte n ci fât de 140"*, le point à 
tomberoit en dehors du triangte ad; ainlî il nV 
auroît aucun point dans le triangle propofej 
duquel on peut menet les lignes oc, ob, on; de 
manière que les an^s que formetoiem ces lignes 
iuilbit dé lJ20^ degrâ chacun. 

76. P no Bl£ m£« Infcrîre aaAs un cercle le pluM 
grand triangle poffihle. Si on conçoit plufieurs 
triangles décrits fur la n^éme corde AD( fig. p)^ 
il eft aifè de déterminer le plus grand ; car ayant 
divifé A D en deux parties égales tnm &, par \t 
centre C tiré la Ugne Cm^ qui rencontre lacir- 
coi^rence en B , le triangle B A D fera le plui 
grand qu'on puQIe coiiftruire fur la corde AD;cat 
la bafe étant la mêoie , les triangles feront comme 
tes hauteurs ou les perpendiculaires fur cette baie. 
Or B /n eft évidemment la plus grande perpendi* 
culaire qu'pnpuiflë abaiilèr a un point quelconque 
de la circonférence fur la corde A D ; donc lé 
triangle demandé doit être ifocdle. Soit le rayotl 
du cercle ts: ^ ^ Tabfciflè Cm tssxi donc par la 
nature du cerc^, mti tstz\/' {aà -^ x x) ^ & lé 
triangle BAD fera îs=5 (a-^x)^ yCan'^xx), 
que je fuppôfe a= y } donc ^* =±= (^ -f. ar )* x 
(aa-^xx)^6c2ydy=ii:0:ssz2dx X (4-t-jr)x 
( aa — XX) — lïxdx. C ^+ «^ )* =0; donc 
a. (tf -+• » }. {au — XX) *=2 2x (a*^x )*; 
(ntf -~ XX) iBA X % (a ^x)s ouendivifant 

tout par tf+^, 4— x==:ji^, rf=2*, 3p==a — j 

divifant donc C F en deux parties ^ales en ni 
tt menant la corde A m D perpendiculahrement à 
Ç F, le triangle ADB fera le plus grand triangle 
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cherché; or ce triangle eft équilatéral »& chaque 
côté eft = tf |/"3 ; ce quon trouvera aifément^ 
en fubftituant la valeur de x dans celle de mH 6c 

doublant ; car m D cas j/'Ç aa-^ xx)= |/"-2 

s= 7 il. i/" 3 dont le double = tf |/" 3. De même fi 
on fu bftitue les valeurs de B fo & de m D dans D B 

s= j/TntDy-^iBmy , on aura DB= AB =3= 
a.]/' 3. On peut fur la corde AD infcrlre un 
autre triangle ifocelle A FD, hors duquel fe trouve 
le centre du cercle ; mais celui-ci , parce que C m 
augmentant ou diminuant ,1e triangle augmente ou 
diminue, n'eft ni un maximum ni un minimum» 

77. P R o B L E M i;. Circonfcrirt à un cercle te plus 
fttit triangle poffible ( fig. 5*3 ). Suppofons que le 
triangle A ^/ toit le triangle demandé , je dis que 
fi par le fommet de Tangle A & le centre c du 
cercle on mené la ligne A c n , le côté gf fera 
perpendiculaire à cette ligne , & la rencontrera 
en /2, de manière que le triangle P^gf fera îfo* 
celle. Car fi on mené une autre tarigerite 5 L A , 
le triangle A Ai fera plus grand que Kgf. Pour 
le prouver , je tire la ligne fm parallèle à 5g ; & les 
triangles si g^ fm i étant femblables , Ton a fi : 
gi : : fm : gs; mais/ i > g i > donc fm ^ g s. 
D'ailleurs fi : ig :: im: s i 'y donc m i > î 5 ; 
donc à plus forte raifon ih > i 5 ; & partant 
fm X hi/^gs X si. Mais le triangle //A eft 
comme le produit ik.fm, & le produit gs x si 
eft comme le triangle gr 5 i (*). Donc le triangle 


(*) Car fi des angles g 8c f on abaiflbit des perpendicu- 
laires fur les côtés oppofés , ces perpendiculaires qui (croient 
les hauteurs des triangles, feroient dans le rapport des côtéç 
iiomplogués ( voyez la Géométrie )• 
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ifh'^isg, & en ajoutant le quadrilatère A s if. 
Ton aura A 5 A > A g:/; ainfi Ag/eft le plus petit 
triangle poffible. Maintenant pour déterminer le 
point A duquel e» menant les tahgentes Ag, A/^ 
qui y avec la tangente gf^ doivent donner le plus 
petit triangle cherché , par le point /z & le cen- 
tre c , je mené la ligne ne A &fuppofant<:A=Jc, 
le rayon clf=^a ; j*aiA/2= j«r-f-tf,/>A=JC — a, 
Ab =3 y^Ç^xx — aa) \ ot A b i cb ii An : gtt 
C à caufe des triangles reâangles femblables Abc, 
Agn) ou V^( XX --^ aa) : a :: :v-f-tf:g/issa 

--r — — r-. Multipliant cette quantité par x-^a. 

Ton a le triangle cherché =tf. --V^ — -^ — : ==yf 

^ \/{xx—aa) ^^ 

y — -TT. — -1— == — \ -^, 2.ydy 


X X'-^aa 


l.aadx.^x-^ay.^x — a) — aadx.{x'i-^ay 

— ^— (x-ay 

0U3. (x+^)*. (JKT — a)=i(x'^dy, ^^(x^^a) 
s= :v-4-tf, ^x — jc=tf + 3tf, ou 2 X =^ ^a , 
.jtr :=sz 2 a. Ceft pourquoi prenant cA égal au 
diamètre, & du point A menant des; tangentes juf- 
. qu'à la rencontre de la tangente g nf^ Ton aura le 
triangle cherché. Ce triangle eil équilatéral, & 
' chacun de fes, cotés eft = 2 tf V^ 3. En effet , les 
triangles rédartgles femblables Abc y Angàovkr 
, nent Ab.i Ac.w An \ Ag\ ou en quarrant & met- 
tant les valeurs algébriques 5 ^ ^ (^) : 4^<2 a::§aa: 
(Agy=: 12. aa=i^aa x 3 ; donc Ag=z A/ 
;=^2a|^3.Mab(;2g)* aB(Ag)^— - (Aa)* 
s=i2aa'^^aa^ss^aa*i donc ngzss^a}/' ^8cgf 
'=?4|/'3. 

(^ Le triangle reéhingle: Aie donne (Ai)* = (Acj* — 
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RèIK A AQUÊ. Dans le dfeï^Aiér frtohlême, on à 
trouvé que le coté du pliis «-afid triangle qu'où 
^uiflêinfcrire dans un cercle dottt le rayon eftsss^» 
étoit aatai/^^i donc le c6té aU plus grand trian- 
gle qu'on peut înfcrire dans un cercle , n*eft que 
kl ftioitie du côté du plus petit triangle qu'on peut 
ckconfcrire au métne cercle; & partant ces triangle 
font entr eujc côiïime i : a.. 

Gn peut quelquefois réfoudté faciïefticnt Tes pro- 
blêmes de maximis èc tninimis fans le fecours dti cal* 
tûl di£férentiel. 

yS, Problème» Dani Un ^hairUaûre ahfc 
( j%; ^4 ) trouver un point i al que ta femme dts 
lignes ttrcts de ce point alix ^uaêrt M§ks foie Uh 
ffdnimum. Le point dlnterfeâion des deux dîago-* 
nales réfout le problème; car la {bmtné m a -4* ^c 
des lignes tirées au^ angles a Sec d\in autre point 
quelconque m , eft plus grande que ca ^ d% même 
(mi +mf) >►*/; donc &c. 

7p. PnoiLÈUÈ. Trouver là plus granit furfait 
^nt deux droites A M^AB données avec une indittf^ 
minée If^,^ peuirent renfermer (fip J j >. Il eft vifible 
me le triangle MAB fera le phisgrai^d , lorfque 
angle A fera droit; car il aura plus de hauteur 
^ue tout auti'e ttian^le abtn At même bafe qui 
«Uroîties côtés atn^ab égaux réfpeôlvement auic 
<6tés AM &AB. ■' 

8o. P K o B L ê M É. Trouver là plus p'Onde furfau 
fûipnijfe être vùrUentte entre quatre lignts données & udt 

'mdéterfhinée (fié'S^y ^^ *^ ^^^ " ^^ droites A À, 
ÊC , t P , P D données font îhfcrites dans uh dérnl- 
cefcîe, Amt ledîamêtfe AU foit l'indéterminé, 
elles contiendront la plus grande furfaéé pbflÂ>1è'; 
car on vient de prouver que la furface que4kux 
lighes données avec une i^éitenninée peuvâAt 
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^çtçait , €fft 14 plu3 gnmde , loffque ks figues 
^(^tié^s fqnt iftO; wgk dioii; amfî à mokis que les* 
a^g^ A9D» ACD fi^imtdrQks, ces triangles 
po,t)rifont être auigmeotés Êms augmenter ni dv*: 
faigil^r l£i ii[0ftedfîtefiguir«.£i3ie^t,fîfaagle ACB 
n'étoit pas droit , on pourroit augmenter le triant 
g^Q ^ÇD ^ en reoaaot droit l^agle A C D ; 
ce qi^'on ppufrpû: iatre» e» ^îTant tourner le 
9^^%!$. ]^CA autoujr da point C; car ni ce 
tr^i;^. ^i la fur&ce. C P B ne feroimt par là* 
dioiitoiéSii 

CoROLLAiRB I, On démontrerioit par un rai(bn« 
sèment (èmblablé que la même chofè a lieu , queK 
que çombre de lignes données Ai, ^4, ^fyfg.^ 
g B ( fig. 57 ) qu*on eût ; de forte que la furfàce 
ren&rméë par cinq droites données & une fîxiénie 
droite indéterminée, fera la plus grande poffible^ 
k>rfque les droites feront infcrïtes dans un demi- 
oerde, dont l'indéterminée fera le diamètre* D'où, 
il fuit que lefpace abfg, qui eft une des parties 
de la flirface dont ou vient de parler , fera ta plus^ 
graiide poffible , lorfque les droites qui la renfer^ 
jnent feront des cordes d'ua cercle ; auti'ement la 
fiir&ce Ab c/gB pourroit être augmentéie, puîl^ 
qu'unie de fes parties pourroit être augmentée ^ le 
refte de la figure reftant le même. 

Corollaire II. Il fuit du corollaire précédent 
que le plus grand e^ace que piiiffe rentermer ua 
nombre quelconque des lignes dgnnéès , eft une 
Agatid inferite dans un cercle ; de forte que û ce^ 
U^es^ font en nombre infini &t infiniment petites,^ 
chacune^ pourra être infcrite & regardée comme un 
arc infiniment petit , & leur fomnîe comme Ja cir- 
conférence d'un cercle ; c'eft pourquoi le cercle eft 
ta plus grande des figures ifofériméms ou de même 
périmètre* 
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Parions maintenant des maxima & dès minima desf 
^Dnâions algébriques* Lorfque la fonâion algébri* 
que ne renferme qu'une variable ^r, on peut la fup-^ 
pofer égale ày, & différencier en&ite comme fi Ton 
cfaerchoit la plus grande ou la moindre ordonnée 
d'une courbe. 

Si.PKOBLêME. Trouver Us cas dans Itfquds la. 
fonction x^.r^ Sx^ •+* 2 3 jc**— -2 4;^ -4- i 2 devUne 
un n^ximum au un minimum, auppofant cette 
quantité f= j^ 9 différenciant & fàifant dy ^=0 ^ 
Ton a 4 Jt^ — 24:1;* ■+-44:t-?-24=i/y = o, 
ou x5 — 6:v* 4* 1 1 * — 6=0, dont les divi- 
feurs font x — i,^~2,x— 5; donc les valeurs 
de X font br =s I y Ar=2', x =5 5. Si à la place 
de ;c = I Ton fubftitue i-^dx 6c enfuite i — dx^ 
on trouvera dans lun & dans l'autre c^s une valeur 
plus grande pour^ qu'en fubiUtuant i. Donc la 
première valeur de x indique un minimum ; on 
trouvera que la féconde indique im maximum & la 
troifîéme un minimum* 

On peut voir dans cet exemple que les maxima te 
Usminimafe fuccedent alternativement. Engénérai £1 
la courbe tm ( fig. j8 ) a plufieurs maxima & minima 
abp an &c. de manière qu'à Tabiciflè A a réponde 
un minimum ab , il eft vifible que l'ordonnée ap ne 
peut devenir un minimum ^ à moins que la par^ 
tiQ btip ne fe foit écartée de l'axe d'une quantité 
plus grande que l'ordonnée a i, qui eft le premier 
minimum i donc il doit y avoir un maximum a n^ 
entre les deux minimum. Il eft donc aifé de voir qu'un 
minimum ap ne peut être (uivi d'un minimum y mais 
il peut être fuivi ^ym. maximum. Si à l'çtbfciilè 
Âa = ;ç répond un maximum ab ( fig. yp ), ce 
inaximum ne peut être fuivi que. d'un minimum , & 
Celui-ci ne peut être fuivi que d'un maximum \ dei 
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manière que les maxima & les minitna (quand il y 
en a plufieurs ) fe fuivent alternativement. Ou 
peut aufll appliquer la méthode des maximis & 
minimis y quoique Texpreâion qu'on iuppofe = y 
contienne des quantités tranfcendentes. 

8i. Pue BLÊME. Quel efl le nombre qui y àivlfé far fort 
logarithme y donne un' minimum four quotient > Soit x le 

nombre cherché ^ .» ' « (èra un minimum Ôc — -« un maxi" 
mum. Axnu en tailant ■ ■ = y ^ l on aura > — , • — 

s= ày^ & {bppofanc iy = o, i*on a — — -*'* -s o , ii 

:= L. :r ; & p^e qu'il s'agit ici des logarithmes hyperboliques^^, 
fi Ton foit = e le nombre dont le logarithme hyperboliques: x , 

Ton aura x:=sie\ donc ■ ■ ■■■fera vaimaximum^^ un 

wiinimum, • 

1 

S 3. pROBLÈMB Trour^r u/1 nombre tel que {x^ foit- 
un maximum* Soit ( ^ ) * ==X = at'^ , en faifant ^ := j j 
doncL.^s={L.A:, 5= aj. L. iy-f-J» ■ ' ■ =ss 


*" *^* •* H (en fubflituant !Là la place de i?j. 

car la différentielle de - = !IUî)5ainfi cnÉtifknt</y=o, 
4ivifant par ^or & tranfpofaaCy l'on a s ■ ■■ ■ >L.3g 

* jt ir itir 

I 

ft=i , ou L.e= I, ouvrisse 5 donc (ff)* cft un maximum* 
Si on fiippofe ;ip =5 x , Ton a ;r* = ( ï ) ' = 1.00 000 o. 

t X 

Si l'on fuppofexss *, Ton a (;»)»=: (x)»= V» = 
i.4i4iij.Si;va33,roûa(j}*sayj=a!x.44»*î>«Si*5S34, 


l 


Ton a (^)*= î. 4t 4» i^î (*) ; ce qui feîc voir <iue ( e-)» 

tft un maximum de non U9 minimum. Âinfl dan$ la combe 

I 

jont réquadon ferol^=s x:^^ Tordonnée ccuzdpoadante i 
P^bfciflê jc = e (ibiok un maximum* 

S4. Problème. Que/ efi ^arc x dont leûnus efi un mazi- 
jmQixi ? Sojt^ =ijin^ x. Ton anca djr^s^ax cofi x. Se fiip* 
pofânt d[^ = o, il vient cq/I x = o« Or le cofinus de 5^0^ 
cft = o; donc l'arc cherché ciï de po® , & (on fihus eft égal 
in rayon <^e nQU$ (uppoiôns ses i» 

La méthxxle que nous venons de donner a cet 
inconvenirat y qu'il eft pénible de s'adurer dans 
plufieuris cas de lexiAence du maximum ou du mini- 
mum 9 & de diftinguer lun de Tautre . il ne ifera 
tlonc pas inutile d'expliquer en peu oe mots une 
autre méthode, qui eft celle de M* Euler. Cette 
Siétbode fuppofe que Ton regarde les quantités 
négatives comme plus petites que o 4 de forte que 
felon cet Auteur , la quantité — a eft plus petite 
91e — I , & plus grande que — 5., 

Ainfi quand on parlera d'un maximum négz-^ 
fcf — ^ y par exemple cela doit s*entendre de ma- 
Qj^re que -^5: £ûit une quantité plu& grande 
que — jî par exemple, & plus petite que-^4|^ 

S^û s'agit dune fraftion ■ "^ ■ = -— -• en fiip- 

a X Q 

^ofent dy s= , l'Qn aura Pq:=o 5 de forte que 
ï P = j?r— -tftf, il viendra ;c* — ^ ^ =s= o , x* 
«s; A ^, xssrUy Sixsaei'^a, £ie9 vafeurs. é&:x*y qur 
peuvent donner le maximum ou le minimum , dé- 
pendront d^ncde TeqMptionrP == o; mais fi Q =0, 

p 

la fraâîoa «~- peut devenir infinie. Bans ce 


••-• 


(*) Les trois dernières valeurs, de x ne font qu'approchées. 

- ' - casr 
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cas , on pourra égaler Q à o , & voir / en fui- 
vant notre méthode , fi les valeurs de x qui en 
réfulteront donnent un maximum ou un minimum , 
ou fi . elles ne donnent ni Tun ni Tautre* 

Mais dans le fyfteme de M. Euler , la fraâion -1 

ne peut devenir un maximum qu en fuppofant que 

dans le même cas — devienne un minimum i=so^ 

Or en donnant à Q une valeur négative, cette 
dernière fraâion devient une quantité négative , 
qui, félon lui, eft plus petite que o; donc cette 
fraâiion neft pas (en admettant les principes de 
cet Auteur) un minimum dans la fuppofîtion de Q 

ssso ; & par conféquent — n'efl pas un maximum 

dans le même cas. D*aill«urs ne s*enfuivroît-iI pas 

dc-là que la fradion -- doit être plus- qu*infinie 

lorfque Q eft négatif; puîfque dans le même cas -^. 

fera une quantité plus qu'infiniment petite ? Or il 
paroît abfurde d'admettre un tel principe ( * ) j 
car alors , en divifant 6 fucceifivement par les ter- 
mes3,2,i,o, — i , — -a^ —3 de la- progreffion 
arithmétique 3 , 2,1,0,— i, — 2, — 3,&con- 
fîdérant o comme une quantité infiniment petite , 
ronauroitlesquotiens2,3,5,oo , — 6, — 3>— 2! 

Or •— 6 réfulte de , & fi Ion prétend que 

•— I eft plus petit que o , le quotient de 6 par— -i 

(*) Voyez dans notre Algèbre dans <}uel fèns on peuc djr^ 
qi^ube quantité négative eft plus petite (jue o. - ^ 

TomtJII. I 
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lèra plus grand que celui de 6 par o ( on peut 
confîdérer o comme une quantité infiniment pe- 
tite^ ou fera ^ 00 ; donc Ton auroit — 6 ^ 00: 
ce que l'on ne fauroit admettre. Ce que Ton vient 
de dire peut mettre nos Leâeuri. ^n état de pro- 
fiter de ce qu'il y a d'utile dans la méthode de M. 
Euler, que nous allons développer. Mais aupa- 
ravant , nous devons établir les principes fur lef* 
quels elle eft fondée. 

Soit^ ime fonâion quelcon(;^ue de « , qui^ en écri- 
vant x-W X au lieu dex^ devienne j^ ^dyiG dans 
la valeur dty'^dy^ on écrit encore :ir-|-ijr àla place 
de x^y deviendra y •+- dy, dy devenant ^ ^^ 9 & la 
fonSionj^ deviendra^+2 dy-^-ddy^fi on fubftitue 
encore jc-f-ix au lieu de x,^ deviendra ^^ -4- ^jf, 
2 dy deviendra 2ddy, Scddy deviendra dddy. 
Or cela revient au même ^ que fi on eût d a* 
bord fubftitue x-i*3 dx wl lieu de ;c, ou fi Ion 
eût différencié trois fois 9 en fuppofant dx conf- 
iant & confervant tous les termes. Supposons 
yssix^y Ton aura d*dboTdy+dyssii(x^Jx)^ 
tss: x^ '-^ ^ x^ dx '^^ ^ X dx^ ■+- d jc^ Subftituant 
encore x-^dx au lieu de Xy Ton ^y^dy 4- iy 
^-ddy y ony+zydy+'ddy =C^-+-2rfjr)> 
^(x+dxy'^i{X'^xydx^^(x+dx)dx* 
^ dx^y en fuppofant dx confiant 9 & ainfi de 
fuite ; de forte que les valeurs qui répondent aux 
Siugmratations de x^ font telles qu'on les voit ici« 


X 

y 

X-^dx 

y^ djr 

x^i dx 

jr^zdy^ddy 

x-h idx 

y-^iiy-^lddy + dddjf 

*H- 4 dx 

yH-Adyhôdd^-hj^dddy^ddddjf 

&c. 

\ &c. 


Il eft aifé de voir que les co-efficiens des termes 
qui renferment quelques fondions de>j font let 


. 
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mêmes que lés coefficiens du binôme de Newton: 
par exemple, lés coefficiens des termes de la 
quantité qui répond k x -^ ^ dx font 1 5 ■+• J , 
3 , -+- I* En général à x •+' mdx répond la 


. , nié (m — i).ddy 

quantité j' -+- r«fl^ H- • ' » +• 

m. (m — .i)Jm — ^)d^j' , ^ c*' r r 

1 :: -h&c, 5)1 on luppole que m 

repréfente un nombre infiniment grand , comme le 
produit d'une quantité infinie par une quantité 
infiniment petite dy peut être fini , mdy pourra 
repréfenter dans ce cas une quantité finie; & 
parce qu'alors la quantité rn — i eft cenfée 


le troifiéme terme fera — '- — , dans lequel 

il y a deux fadeurs m , m infiniment grands ; & 
quoique le fadeur ddy fôit infiniment plus petit 
que dy'f cependant ce terme pourra être fini. 

Le troifiéme terme fera dans ce cas = 

qui fera fini , quoique d^y foit infinin^t petit 
du troifiéme ordre, & ainfi de fuite. Donc dans 
ce cas, en appellant p ce que devient la fondionjr 
de x lorfque x fe change enx-^m dx. Ton aura 

_, ^ . m.dy m^drly m^ d^y 

1 équation p = v -1- ■+• — h 

^ "^ I 1.2 i.i.j 

•+- -— + &c. .. .( A^. Maintenant fi on fait 

1.2.3.4 

mdx =/ quantité finie, en fuppofant m un nora- 

/ 
bre infiniment grand. Ton aura m =» -t~> 

^ ax 

quantité infiniment grande à caufe du divifeu'r 

infiniment petit, Subftituant cette valeur de m 

cUfis la formule A , Ton aura lequatioo p 


II 
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<^X ^ t.l.dx^ I. 2. 3.1/ Af* 

• f^ d^y ^ ^* r ^ * • A , 

.~.^- — ^ &c. 01/ etoit une quantité nega« 

tive , à AT . — mdx répondroit /? =3 y •-^ 


SdCé 

i*dx ' i.i.dx* i.i.^.ifjc' 

85*. Avant de faire Tapplication de ces formules 
aux queftions des maximis & minimis^ nous ferons 
remarquer qu'on peut en faire ufage pour trouver 
ce que devient une fondion de x", lorfque x eft 
augmentée d'une quantité finie quelconque. Qu*oa 
demande par exemple la valeur de la fonftion 
XX — Xy en fuppofant qu'on fubftitue :kr + ï âtt 
lieu de jc , je fais y^=ixx — je, /== i ; prenant 

les différences , j ai — = :i. x— • i. Différenciant 
les deux membres de cette équation en fuppo- 
fant dx confiant, il vient -■ "^ ■ = 2,dx^ 

4f, dx • 

— ~ =3 2. Différenciant les deux membres de 

dx^ 

cette dernière équation, & faifant attention que 
la différence de la quantité confiante 2 eft = , 

dddy ^ g., d^ y 

Ton a ——r- == o, & par conlequent -j — «= o^ 

a X dx* 

ainfi la ferie efi terminée au troifiéme terme , & 
lonay + -j^ + -7^^ =^^—^+(2^-1) 

On demande maintenant quelle fera la valeur 
de j^ = AAT 4- 3 ^ + I , fi Ton fubftitue ;r -— 3 


ï 


mmm^amm^m^mmm 


«x^ Uro de x^ Jç.&is -r- 3 ps— /> 5c qi| dîfiFé- 
xenciant, je trouve — ; — sss 2 x •+• 3, 


?'2é' Cdft pourquoi Top^ration Jînit ici,- par«» 
ce que la différeutielle de .2 çft ss o ; donc y 

•— — ; + -• -——2= X^-f* 3 X -f- X 

— 3. ( 2 :r4-}) +1 ' .M-V :■ =: X X ^^ M 

Rb JM A R Q u 3E.' $î y eft fuppofé s=s. ^5,, Ton 
aurai-t~r-»3^^5 ---4— ~^*j rr—^^^S 

& par confcquent ■■ > . ^ .■ '; ^gcsi;;x>. De forte :qu?en 

général pour parvenir au terme confiant dpat la 
difFérentielle doit être ===! o, il ne faut faire 
qu*autant' cie dîfi^rôhcîaïîîôm qu*fl y a d'unité» 
dans r€X{ib(knt éé > x , iea fuppofaift qu'il n'y a 
qu'ùh terme daflstà^féïi^oii de x\ s'il y a plufieur»- 
te^mei',' conimè fi otf avoit , par ^cemple, j^s at ' ^ 
•+• jT JTï ^ a 5 foa ne fera obligé de foire que dix 
différfencîatidrii ,^ c*ôft - à - dire , autant qu'il y a 
d\infkés dans le plus grand expofknt de x. 

. F^oa3 maintenant, l'application de nos for- 
mules aux fonctions uniformes de x; c'eft-à-dire, 
aux fondions qui , pour chaque valeur différentes 
de jc, reçoivent une valeur différente. Mais les 
fonSiohs multiformes de x reçoivent deux ou plufieurs 
valeurs différentes pour chaque valeur de x : telle eft 

par exemple la quantitéj'ss ± V (ar+'X^-h2x^'^v'x) 
Selon ce que nous avons dit ci-deifus » fi à la 

II 
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pkce de ;c roû ijibftituè ^H-/ &ienfiiîCB:ji?;iit/; 
y deviendra _ . .. , 

y I I , I . plu r I ?* rtr ? fi.'^"f ; ■■ , ?T*.acC« \ i»^« 

« 

dxi "[ ' t.x^dx^ ' • ux^j.^Jf*. 

Il cft néceflaîre que dans le cas du maximum^ 

l'on aitj, > r +-^ •+• -rnrT^ «'^- «^ 

Maïs dans le cas du mînimifih y-foitx^it avolt 


4- &c« 


/^^ .1 »,*. : t't/rr 


' dx V ' ^ . . 

cela doit aravWj ett;fûî>p</àfit.<iue./r^réf€nt^ 
une quantité foit petite^ puiiqu^j felon ce qu'on 
a dit cindeflus, en augmentant ou en diminuant ^p 
dune très -petite quantité ijj» doit 4eyenk plus 
petit dsmis le cat du maximum riS^^ plus gxai^ dans 
fe cas du miwmimi Siippofon^./l^fi petae qtfo^ 
puifle négliger Xes puiffances. fupérieures ^ danç ce 

cas tous lés termes qui fuivent . " - dupa- 

îoî^rônt ; & parce que dans le ca$ du maximum ou 

Ax. minimum on a</y 5==o*. Ion aura \ ~ Q 

= o'(*). Mais la valeur de^, que cette 


<y 


^AP 


(*) Dans notre méthode , on pcnt auffi fuppofer - ■ ss:< 


JUi 


CktCtjL DiFl»ÉltSKTl£L* I3; 


■^ 


^uation peut t^e trouver , n'eft pas toujours 
un maximum ou un minimum » comme on Ta vu 
ci-deflus. Soitc la valeur ou une des valeurs de x 

que donne Téquation «sO; qu'on fubftitue 

d^y d} y 

cette valeur dans les valeurs de , ■■ ■ - » &c» 


A d f 

Zc qxie par cette fubftitution Ton ait --— ~-^ sss/;, 

■ " ■■■ ssa j - ■ =ss r 4 *■ =îp 5 . ocC» 

^/:v» *• ^AT* * dxf * 

Suppofons encore que la quantité j^ de vienne =F , 
en fubftituant t à la plao^ de xi fi à la place 
de :c on fubftitue c ■+•/ (* ) & enfuite c — /, 
les formules ci - deiTus B & K deviendront 

F+ L.pp Ly^Y-H -7— /^r — &c. 

(en faifànt attention que le fecofid terme desfor- 

snules citées , eft (îippofé = o , à caufe de ~ =0)* 

Il fuit de- là que fi ^ eft une quantité pofitîve. 
Tune & l'autre valeur de y fiera plus grande que F ^ 
& qu'ainfi la valeur qu'on trouve pour ^, en fup* 
pofant x :=si c ^ fera un minimum. Si p eft une 
quantité négative , l'une & raiitBB valeur fera plus 
petite que F, icy fera yjiVimaximum^S\à3Xi% la fup- 
pofition de a? =s C9 /; eft s=: o> on doit alors exa- 
miner fi^ = G, Si cela n'arrive pas , la valeur 

*— >^— — ^— — ■*— ^^i^^i— — »— I I — —^— —————— —Mi— TM—I^M^ 

/ 

( ^ ) /efi fuppofHe ici une quantité tràs-petlce. 

I4 


Ma 
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iàey ne fera ni Un nidximum tii uxi.mnimufni cs^ 
cnfuppofknt JT = c-^-/. Ton aura F -f- ^/^ j> F; 
& fuppofant x^csuc — /, Top a F — jp ? < F^ 
iWais u ^ = 0, on examinera fî r eft une quantité 
pofitive ou négative :. dans le premieir cas y fera 
un minimum & un maximum clans le iecond cas« 
;Sirs=:0, on aura recours ai. Si jn'eft pas==:Q« 
la fonâion y ne fera ni un maximum ni un mini- 
mum. Si 5 = o , on examinera fi r eft pofitif ou 
négatif; Dans le premier cas y fera un minimum^ 
ic dans le fécond cas un maximum. 

En général, C la différentielle —^(w étant ua 

nombre impair) ne s'évanouit pas , Ton n'a nimaxi^ 

/ , imum ni minimum. Si la dernière différentielle - — , 

Îiuî ne s'évanouît pas , eft d un ordre pair , ou 
1 /» eft un nombre pair , Ton a . un minimum ù 
cette quantité eft pontive, & un maximum , fi elle 
eft négative* Or II faut faire le^méme examen pour 

d y 

chaque valeur de x^ que donne Téquation— - — 

dx 

te=0. Si l'équation — :— sss o a deux racines 

dx 

égales de manière qu elle ait un &âeur quarré 

d*y 

( x — c )* t= o , alors en fuppofant x^sssc, -^r— 

dx* 

s'évanouira , parce que cette quantité renferme 
néceflàirement la quantité * — c , qui devient dans 
ce cas c — c = o ; donc alors on a/; =o, mais non 

pas ^ sas a Si l'équation = o a trois ra- 

dy 

cines égales ou fi a un fadeur cube (:c—0^ 

dx 

alors en fubftituant c à la place de x^ l'on aura 
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♦■>W<i^w— — ^^— *faii m I m — ■—— ii^— — i— M— ■— I I II ■— — —— 

ddjr d}y . ^y - 

■ - ' = o ^ — — - ass o î mais — T-T- ne fera 

pas == o. Dans ce cas , Ton aura un minimum ou 
un maximum , félon que cette quantité fera pofi-» 

tive ou négative. En général , fi • ' a un fac- 

d X 

teur C x*^ c y y Ton aura un minimum ou un 
maximum y fi /z eft un nombre impair ; mais on 
n'aura ni Tun ni l'autre , fi /z eft un nombre pair. 

85* PKOBLêMH. Dittrminer Us cas dans tef" 
quels x^ — y X* -+• y ;c5 -+• I devient un maximum 
t>u un minimum. Suppofant cette quantité = j^ 9 

dy 

/Fon aura ^=^ ^ x^ -^ 20 x^ + 1 < xx. Sup- 

dx *- 

pofant -f— =aeo, îlvient j* Ji:^— 20jp'-4-i ^xx=:o^ 

dx 

ou x^ — 4:1;^ •+• 3 jcx=sO. Cette équation étant 
<livifible par jcje = o , dqnne *=:0 &:«?=: o, 
& de plus jf* — 4je-H5== oou(jir — i)x 
(;c — 3) =iooux = i &jir = 3. Parce que 
la première & la féconde racines font égales^ 
elles ne donneront ni maximum ni minimum ; car 

l'équation -j— = JT** — 2 o *J -H ly xx^ 

lionne - '^ - s= 20*^ — 6ox* -f* 30:^ CAj,' 
qui devient == o , dans la fuppofition de :c = o ; 

AinC — 7— — s'évanouît dans ce cas. Mais l'on 
a X* . 

a —, ses o O ;ir* — 1 20 ^ + 3 O , qui , dans 

dx^ 

Ja fuppofition de x = o , ne s'évanouit pas ; ainfi , 
dans cette fuppofition , q n eft pas ss o ; donc les 
^gcines égales x ^sssiO^ ;r=5s , ne doni\ent ni 


.jm 
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maximum ni minimum* La troKiéffle racine xsbci 
dosne ( en fubftituant i au lieu de ^ir, dans Téqua- 

don A) -7-7- atetao — 6o-H30=s— lO.DoACf 

£^ dans ce cas une quantité négative , 6cy un maxi-' 
muni. La quatrième racine donne jr sss j. Subfti* 
tuant cette valeur de x dans Téquation A , il 

vient — — :!_ :spo ; donc dans ce cas ( /> étant 
une quantité po/itive ) j^ eft un minimum. 

87. Pr B L s M £• i7tf/25 qutls CUS jy = X O ** 

maximum ou minimum? L'on aura -7 — =;=:6o:r^ 

— tf O AT* •+- 60 Xî — 6QXX, ^ 

60. dx^ 

î5=j«*-t— 4:r-4-3j;x-^ajp(P). Suppofant —^ 

ter 0= 60 X { jc^ — x^+ Ji?' — ^ ^)> il vient O. Dî- 
vifant cette dernière équation par 60 &réfolvant 
le fécond membre en fadeurs. Ton ?ixx{x — i ) x 
C jc jc 4- 1 ) ï= o. Le faâeur xx donne deux ra- 
cines égales à o ; donc pour le cas de :c = o , il 
Jl'y a ni maximum ni minimum. Le fécond fac- 
teur donne xk i. Subftituant cette valeur de x 

âans f équation P , il vient '^ ^ = 2 , 

^ ' 60. dx^ 

ou ■ ^ — p: 120 ; donc p eft une quantité po- 

fitîve 9 & en fubftituant i à la place de x , ^ fera 
,un minimum. Lefaâeur :c ;r-f-i aonneArAr= — i & 

^ =: ± K — I ; donc les deux racines de ce 

faâeUr font imaginaires , & dans ce cas il n'y a ni 

maximum ni minimum. 

• £n général , on voit que fi l^quation eft da 


J 
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iSe^&:n, la détermination des maxlma & rnUii/M 
d^ènd de Téquation -7— =5 0, qui eft du 4©* 
gré « — I. De forte que fi Ton a ^ sss *■ -fi 

Bx»-^+ &t. ron aura féquation — =« » :c»- « +1 
B.(/i~i;)**-5« &c.=^e. Sîtf ,*,c , ^, &c. font les ra- 
cines de Téquation *- — asO^ de manière que Ton 

d X 

ait a plus grand que b, b plus grand qi^e e^ te 
ainfi ae fuite , la lubftitution de ^ à la place de se 
donnera un minimum y b donnera un maximum , &: 
ainfi de fuite alternativement. Car 9 en iuppo- 
iânt ^= 00 5 Ton aura y infini; & puifque les va- 
leurs de X entre 00 & tf ne produiCent ni maximum. 
ni minimum , il eft vifible que jr décroît, tandis qu^au 
lieu de :r , onfubftitue des vafeurs depuis 00 , }uique^ 
a a ; donc la racine a produit un minimum. En feifantJi: 
plus petit que^,^ doit croître jufquà çe^que x^ss^b^ 
& alors y fera un maximum. Mais y redeviehdriî 
minimum lorfqu'on aura x^=zc^ic ainfi de fuite; de 
Ibrte que les maxima & les minima (è fuccedent alternai 

tîvelnent. Si Téquation ss o a deux racines 

dx 

égdes , eUes ne donneront ni maximum ni minimum. 
Il en fe;ra de même pour un nombre pair quelr 
f onque des racines égales ; mais s'il y a trois ra- 
cines inégales, cki tes cônfidéreracômiiieune feuFe 
racine qui donneraun maximum ou nfiminimum. En 
général , un nombre impair quelconque de racines 
égales ne donnera qu'un feul ma^mumou minimum. 
S'il s'agit des fonâions fraâionâii^es rationelles, 

âernanierequerondit^^aBEss -^9 P &Qétantdes fpnc- 
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tîons ratîonclles de *, Tort àUfa iy^=^ — j^q 

Ide , on pourroit fuppofer fouvent — ^ — = , 00 , 

& alors on auroit Q Q J:c =s O ou Q === O, & 

Ton examîneroit C les racines de cette équation 
donnent un maximum ou un minimum. Mais dan^ 
Ja méthode de M, Euler , on fuppofera toujours 
4,y = o & Q ^P — P^Q =5= O , & les racines de 
cette équation rendront y un maximum ou un /wi- 
nimfim* \ 

■ 88. PHôBEÊME. Dans quels cas y^=s -— — C*^ 

devient un maximum ou un minimum? L'on au- 

ra4^= /^^" (A), ''' 


dx (i-Hxat)* ^** 

— 5f zx ^ B ^^ Suppofant le numéra- 


tcur de la fradion A égal à ô, il vient i — ^a: =0; 
I zsslxx yX =z± y^i ; donc jtf=i&:v== — !• 
Xa première valeur de x. étant fubftituée dans 

Téquation B , donlïe — j ' %" ' = "îr' ^^ "^ ^ 
donc dan$ ce cas jy =2 ^ eft- \m maximum La fe- 

conde valeur de *p=— i donne 



donc* dans ce'das, j^= — t eft un minimum. 


(M Sion'fuppofe ojpity eft l'ordonnée d'une courbe dans 
laquelle i déf^pc une ligne <iu'on regarde comme limite.;, 
en aura les inflxii»fl- ou les mi/il»il dfoïdomiees. * 
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R E M L A QU £• Lorfque y devient un maximum ^ 
,. doit devenir un minimum , & réciproquement, 

lorfque y eft un minimum , — eft un maximum. 

8$. Problême* Pans quels cas y = ^ ^ * 

devient un maximum ou un minimum? L*on a -j^ 

(B). Si on fuppofe -^ =» O, Téquation A don- 
ne 6 XX — I 2 «O, (îxjc 5== 12, XX ^=^ Xi 
je-=Htï/'a, ou:c=s=+.j/' 2, &jr = — V^2* 

Subftituant la première valeur de x dans Téqua- 

, ddy 48 Vî -H 7 * . 

tîon B» il vient . ^ — = —7 — ^ — r — tt— > 
quantité pofîtive ;.donc cette valeur de x rendjf 

minimum. La féconde valeur de x donne-— -7- 

ax 
— 48Vi-f'7i i4(5 — aV») 


tjuantité négative, parce que le dénommateur eft 
négatif & le numérateur eft pofitif ^car 3 ï/'2>4* 
Si onfuppofe ^cssj O,.ron a j' = — -^ « 
i— 0*028 y. 

Si x:=i\ l'on a^ :=: -f|- = — o. o x 8 j- 

Si «= •— '1, l'ona^ = — 5 f . 

Si :v =— V 1 1 l'on a^ = *— 3 j, ^7 I ntêximum* 

Sixs:?— |,ron a^= — 5 %. 


mmimi»^ 
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Car pour le minimum , f on zyt=z^ 

4 4-1 Vi 
s» I a K ^ -^17 , & pour le maximum , Von 

fuppofent pour les valeurs de K 2 , | & j , Ton 
aura les valeurs de ^, qu on vient dé fuppo(èr« 

L'on petit remarquer ici que la valeur du maxi» 
mtan é& plus petite que celle du minimum i mais 
cela n'aura pas lieu , en confidérant les quantités 
négatives comme fi elles étoient pofîtivcs. 

Remarque L Si Ton avoît jr --- j^î^ fou 
auroit ^1. s -.^ & les différentieUçs i^ 

•j-~ flcc. ne devîendroient jamais égales à o. De 
plus 5 lequation -— — »» -—7* *4= 0, eft 

impoiSble » à moins qu'on ne fuppofe ^ sas 00 } 
car2n'eftpasc=o.Dans cecas, fionfuppoféjWKO^ 

les termes —:!- , ^ " ■ /^ ^ &c, deviennent in- 

finis , & la ferie cft divergente. Dans ce même ca^; 
on peut chercher le maximum ou le minimum 
dcx^ ; car toutes.les fois que at* deviendra un maxi-- 

mum ou un minimum^ x^ deviendra auflî un maxi* 

mum ou uir minimum. De même ^ fi on a â? ' »=y, 
on pourra chercher le maximum de jc^ & les va* 
leurs de AT, qui rendront x^ maximum ou minimum ^ 
rendront auffi y maximum ou minimum , &c. De 

même (^ap--— ^jc^h ^)^ deviendra un maximum 


j 
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Pe même ( ^* — y a: -f* 3 ) - , m étant ua nonv 
bre pair &c n un nombre impair , deviendra un 
maximum ou minimum , dans le même cas que 
(xx — jx-t- 5 )'". Il fuffit donc de pouvoir trouver 
les maximaSc les minima, lorfque lexpofant de la 
fonâion de jip eft un nombre- pain 

Remarque IL Si j^ eft un maximum ou uti 
minimum pofitif , |/^ fera auffi un maximum oa 
un minimum ; mais h y eft un maximum ou un mi-r 
nimum négatif, }/^y fera imaginaire. 

Si y eft un minimum négatif, y* fera un maxi^ 
mum, parce qu alors les valeurs de^* qu*on trou- 
vera en augmentant ou en diminuant x d'une très- 
petite quantité , feront plus petites que l^i valeur 
de y^f que donne le minimum négatif ; maïs fi ^ 
ift un maiximum négatif, y^ fera un minimum* 

90* Problême. Dans quels cas la /onôlion 

^jcjp— 5jr-4-7)^ devient maximum au minimum ? 

Je cherche dans quels cas ( xjr — 3 ar -+•? )* ^=^y 
devient un maximum ou un minimum* JÊn difie- 

r 

rendant , je trouve —- — =: 2. ( 2 ^— 3 ) x 

dx 
àdy 

rf-4.(2a:— 5> Car— 5). 

En fiippofant les deux membres de Téquation A 
iégaux à sa O9 Ton a2ji: — 3 =s=o, ou x =i\i 
c^naencorejc* — 3:c-+»7=o,oua?*— '3 Ar=— 7, 


^Êm 
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ibrte que les deux racine» font imaginaîres & ne 
donnent ni maximum ni minimum. Si on fubfHtue 
la valeur | de * que donne! le fadeur 2x — 3 ==o ^ 


j>Qn a ., "^ = 4- I p ; donc la quantité propofèe 

devient un minimum dans ce cas; 

Remarque. On auroit pu fe contenter de 
chercher dans quel cas x^ — 3 ^ 4* «7 devient un .j 
maximum ou un minimum ; car on auroit trouvé : 
que la valeur de :c = | donne un minimum pour^J 
cette quantité , & par conféquent fon quarré, quc-^ 

îe repréfente par>^* & fa^ajuiflance j^î* ^ doivent I^" ' 
auffi être des minima ; mais fi le minimum avoit été -t ■ 

négatif a y^ feroit ^n maximum , aufli bien que^' 

■/'y* f <^® q^^ ®^ évident. 

M. V^OBIÀME. Dans quels casysszÇaa^xxy 


'devient maximum ou mininmm ? L'on aura 


dy 






dm 


■4 - ^? 


■ . . 


rai par (A), 
pofanf 


— Inéquation que }edéfîgne-t tj 


d^^ 


aa 


dx 


-^. Sup-* 


l/'Caa+xx)^ x^ 

en fuppofant :r =s! h- 00 , on a ** es 

&dans ce cas — r-::- eft =B=:0*De même 


(aa^^xxy. 

O , Téquation A donne x s=3 

^ciaa-^xx. Selon M; Euler i 

aa^ x'X. « 


v; 


î! 


s=Q; 


&c, ce qui vient, fi Ton en croit cet Auteur, de 
ce qu on a Jf = '— 00 , auffi bieài que y = -+- 00 , 
ÎMais dans la fuppofition de x = 00, tftf difpa- 
roil&nt devant x^i l'ona y^Çxxri^aa ) ^>5=o j 

ainU 


«1^ 


mm 
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Bxnfi j^ a la plus petite valeur poflîble, dans la 
fuppofition^ ÛQ X = 00. Si Ton ne vouloit pas 
que a a s évanouît dans ce cas , Ton auroit x x 
4-i^tf = a; jsr & tf tf ?== o, ce quieft abfurde. Donc 
y n*auroit ni maximum ni minimum^ & de plus, 
parce qu on ne peut pas fuppofer x plus grand 

3ue 00 , on ne peut avoir ni maximum ni minimum^ * 
ans le féns que nous avons donné à ces termes. 

pi. Problème. Dans quels cas y sssi/'Çaa 
^2.b x-^m XX ) — n:t devient maximum ou mini* 

mum? On aura -^ = l±Jll ^^ 

doncen fuppolant dy = o^ 1 on a (t^mxy 
=:n''(aa'^ 2bx -^mxx)^ d où Ion tire pat 
les régies ordinaires de TAlgébre , x=sz 

{nn*^m):h±y/ [(mnn).{m—nn) aa—nn.{m^ nn). bh] 

' nu(m — nn) * 

ou jcrrs — -.-H -K^( __;. donc l'on 3 


m 


nn 


i^ (a* -+- 2ix + wJTJt) 


m X 


maa 


bh 


%/'( ); donc puifque 

m -^ n n ri 

t> ddy 

, ion aura — :!-- 
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m aa^-^bb 



Si la quantité C - 


maa 


m 


bb 


\ m-'^nn ^ 

-T- ) n eft pas pofitive, fa 

puifl&nce \ ou la racine quarrée de fon cube fera 
imaginaire, & l'on n'aura ni maximum ni minimum. Si 
,cette quantité eft pofîtive & m >«n, le figne 
lupérieur donnera un minimum ; mais il donnera un 
maximum ,fi m <:;;^nn; parce qu'alors le numérateur 
maa-^^bbCeva une quantité négative^ qui, étant di* 
Tome /// JL 


/ 


', ■■ ' ——————— ^i—ii—i^—I^Bil 
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vîfée par une quantité pofîtivd, donne un quotient 

négatif pour la valeur de ~-^ Le contraire arrivera 

pour le fîgne inférieur, ceft-à-dire, pour lefî- 
gne — . Si onfuppofem=2,fî = i,&i=o, y de- 
vient un minimum, en fubftituant pour x la quantité 

4 82 Vx 

— -=- .«- — • mais Y devient un maximum . 
^y| \ y/ % "^ ■ * 

en mettant — \ \^aa ^s=^ — à la place 

V * 

de X : donc le minimum fera = a l/* 2 — • — -. — . 
-, & \z maximum fera = tf j/'a + 




: Lorfqu*on a une équation ' qui' renferme x icy 
mêlés enfemble , on doit différencier 1 équation & 
foppofer le coefficient àz dx (que nous déngne-' 
rôns par P) =0, & par x:e moyen on trouvera 
«ne valeur de j', qui étant fubftituée dans Tcqua- 
tion , pourra faire connoître les valeurs de x , qui 
rendent j' maximum ou minimum. Soit j^^ — 3 «z atjt 
•4-. x' = O ; donc ^yy dy — 3 aydx --^^a x dy 
4- ^'xxd X 2= o. Egalant P à o, il vient ^xx 

é^^ay^ssiOy X X =i ay , y ^=z ; (iibf- 

tituant cette valeur de y dans Téquatîon pro- 

pofée. Ion a — ; — — 3 jt^ H* a;^ »= o, ou 

* a* 

^ 2 AT^ = O, ou X^ = 2 tf' X'^ , ou X^ 

5=5 2 4^; & partant ;c =5 à y 2. Maintenant ïoit 


Calcul différentiel. 147 


s= Q le multiplicateur de dy^ Ton aura '9 dx-^^ 
Q dy ^=i o\ diiférencîant P & Q , il vient JP 

Donc ^. ( P </:«'-+• Q <fy ), en regardant </x comme 
confiant, fera = ^dx^ ^S dxdy ^Tdxdy 
•-I- V dy^ H- Q ddy = o , & parce que Ton fup- 

pofe --J — =s o^ en divifant Téquation par dx* 

& effaçant les termes qui contiennent dy ou dy\ 

il vient R-H — j-^ — =0, ou — -— .a=:-_Sj 

ilonc dans Téquation différentielle P </:c -H Q ^y » 
= 0, il fuffit de différencier P en fùppofant dy 
confiant, pour avoir R dx. On cherchera enfuit© 

la valeur de ^ , qui indiquera un maximum ou 

un minimum , félon qu elle fera pofitive oi**néga- 

tîve ; car fi elle eft négative , -~— = ^ 


X* 


fera pofitif. Dans le cas proppfé Ton a • 


««•i^k 


a X 

ay-'-^xx 


= O ; donc ay^-^x jfacs; o; donc 

y y — tf ;r 

(en différenciant & faifant attention que a y — * 
jr jc = o ) i 1 on aura . = . Mais 

X X 

l'équation ay-^x x'sss.o^ donnant y 


î, ddy — R r » 

« « ^-4, ^__. ==. __^_> fera « - ,, 

quantité négative qui fait voir que la fonâion j» 

cft un maximum^ lorfque Ton a ^c = ^ r2. 
L*équation x^ = 2a^x^ donne 0:^=0, ou;i:=0, 

(*} S défigne idle co-efficient de dy & non une intégrale» 
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^sso, jp=o; & alors ^y — . « x =0, à caufe 

déj^= . Suppofons j^ =/^ &x=5/, /étant 

.une quantité très -petite dont la puiflànce 3^ dif- 
paroît devant/?/. Ton aura /^^sss 3 <z/7/, p^=:z^af 
Scpssz-^^ l/' ^ a fi donc quoique. Ton ne puifle 
pas prendre / négativement , parce que p feroit 
imaginaire , cependant des deux valeurs de j^ , 
,rune fera plus grande & l'autre plus petite que o. 

Si Ton fait p = /»/, pour avoir /^ = 3<î ^/* , 

I /* 
t = , & /^ =s , quelque fîgne qu'on 

donne à/, la valeur dey fera plus grande que o* 
Ainfidansce caslavaleurdej^ssofera un minimum. 
Si dans ces fortes de cas 1 équation , qui doit don- 
ner la valeur de a; ^ a plufieurs racines réelles , on 
fera pour chacune ce qu'on vient de faire pour la 

-valeur de xmssal/'2. & fi Ton trouve -:^ =i= -L 

dx o 

p 

c=s -_• , ce fera une marque que plufieurs bran- 
le 
ches de la courbe repréfentée par l'équation fe 

rencontrent au même point. On comprendra 

cela facilement , fi Ton fe rappelle ce qu'on a dit 

ci-deflus par rapport à la fradion — . 

95. Nous allons parler maintenant d'une autrç 
efpéce de maximum & de minimum ^ qu'on ne peut 
trouver par la méthode qu'on vient d'expliquer. 
Suppqfons qu'on ait l'équation^ =^pdz (ç — x) x 
^(c-— x^. q,p&cq étant des fondions de x 
non divifibles par c — x. Se que q ait une valeur 
pofitive en fubftituant c ou une quantité plus 
grande ou plus petite que c au lieu de jc, fup- 
pofant de plus que x étant = <: , l'on ait p ssz g\ 


Calcul pifférentiel. 149 


il eft vifible que dans le cas de a: = c (*) , les deux 
valeurs de y font toutes les deux égales à ^^ Sji 
on fuppofe ;c > c, les deux valeurs de y feront 
imaginaires ; rtiais en fuppofant x un peu plus petit 
que i: , ou en fuppofant r=:c — /, /étant une quan- 

tité pofitive très-petite,/? deviendra =5^ •— ^ 

dx 

- •— &c. C )> &î le changera en q 


%dx^ 


, , — &c. donc à caufe 

d X % dx^ 

de x^sssc^ f, ou de/= c — jr , Ton aura y =3 

•^ 4JC % d X*- — -K»^ 

iq £11- + ^ , ; &C. ) 5 & 

parce que Ton peut fuppofer / aflez petite pouf 
que f^ 9 P &c. difparoiflênt devant /, Ton aura 

y =ig — — ^ +/V^/ 1 (A),Ces valeurs 

tt X 

d V 

feront toutes les deux plus petites quetg^, fi -^ — 
eft une quantité pofitive ; mais elles feront plus 
grandes que g , fi — — eft une quantité néga- 
tive ; donc dans le premier cas j^ fera un maximum 
& dans le fécond cas un minimum. Mais , comme 
on le voit^ y eft alors maximum ou minimum par 
rapport aux valeurs antécédentes , & non aux 
valeurs fuivantes qui font imaginaires. 


(*) On fuppofe c & X pofîtifs. 

(**) Ceft la formule R { 85 ) en fubffituant g pour jk , & df^ 
pour dy , &c# 


«» 
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Suppofons que Téquation (Tune courbe (bit jf 
± C<! — Jir). |^(c — jr), A?S a eft 

a 

vifible ( fig. 60 ) qu'en fuppolant AV=ss x =zCg 

Ton aura y ss^ — sss P M. Mais en fuppofknt 

x^ c^ y fçra imaginaire ; en foppofànt'jir < ^, 
Ton aura deux ordonnées pm^pn toutes les deux 
plus petites que PM. De forte que la courbe a 
deux branches qui partent deM; ou^ fi Ton veut, 
lacourbe/TzM/?^ après avoir été jufqu'en M, re- 
broufTe fon chemin vers ( A ) , & a une autre 
branche Mp n. Le point Ai s'appelle un point di 
ttbroujfcmtnu ♦ 

En général toutes les courbes donF réquatîon 
éftj' = /'±:(<^ —;»:)". |/^(c — x). q^n étant 
tin nombre entier, auront des ordonnées imagi- 
naires correfpondantes aux x poiitifs plus grands 
«quec. 

En gényalfi ronfuppofe>!=s/>±f • (c— -a?) t^ * 
an^i étantfuppofé>2 OT ^nScm étant des nom- 

bres entiers pairs ou impairs ; parce que C^ — x)' 


zm 


cft la racine paire d\ine quantité négative, lorC- 

^^ CL V f^ 

que c < X , on aura un maximum, fi *- — eft 

^ • dx 

d If 

pofitif j & un minimum^ û ^-* eft négatif. 

dx 

5j ^ =0, Ton auraj^ssg-tT 


dx " ^ ^ %dx'' 

«+• ?• /"Tlir 5 fi neft pas > 2 ^ 

% m 
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Je troifiéme terme ne dilparoiflant pas ^devant le 
fécond , on n'aura ni maximum ni minimum. C'eft 
ce qui arrive dansla.courbe ( fig. 61 ), dont Téqua- 

tion eftj' c= ± ^^ ( ^ — x)^ > parce quo 

y * >/*5 car alors de deux ordonnées /fot, if». 
Tune éft plus grande & l'autre plus petite que PM, 


Si : ^ eft une quantité poCtive , en fuppo* 

fant •'* > 2 ? J' = 1^ f^^a ^^ minimum% 

% vu 

mais y fera un maximum , fi — eft une 

quantité négative. On peut voir facilement corn- 
ment il faut procéder fi — eft ss= o ; les 

tnaxima & les minima ordinaires n'empêchent p^ 
qu'une courbe ait des màxima & des minima de là 
féconde efpéce. 

94. Pko BLÊME. Trouver lis maxîma & Us mi- 
nima dt la fonction y ==2 x — xx i: ( I -— a: )* x 
|/" ( I — a: ). Pour les maxima & les minima de 
la féconde efpéce , fubftituant/à la pliace de (t— 
y=ïi — jc(icics=i ), Ton a j' = 1 — /* 

k:/^ V^/î quantité plus petite que ï » foît qu'on 
prenne le figne -H où le figoe — . Car nous fiip 
pofons / très - petite , ce qui fait que /* V^ f 
àifpaîoît devant /*.;. donc il y a un maximum. 
de la féconde efpéce^. cj^i répond à :x = 1. Si Ton 
veuloit chercher les maxima & les minima de la' 


\ 


rfi^' 
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première efpéce, on trouveroit -~ — î=5 2— 2:1^ 

dy 

?F ^. (i — jc). l/'Ci-i^-ji;). Suppofant ~ 

à à y 


o^ Toa trouve ^3= i ; & parce que 


=5 — a ± ^1/^(1 — *) = — 2, dans la fup- 
pofition de AT =s= I , il femble qu'on doit avoir un 
maximum de la première efpéce pour 1 ordonnée 
correlpqndante à rabfcifle jr=i. Cependant C Ton 
décrit la courbe de Téquation y = 2 :ir -r- ^ a: 
ît ( I — jc )S l/'C I — ^ )» on verra que les oi!« 
données correfpondantes aux abfcifles ppfitives 
plus grandes que i font imaginaires : ce qui prouve 
qu*il faut admettre une exception à la régie de M* 
Euler , que nous venons d'expliquer. Mais par notrs 
méthode , , on trouveroit que dans ce cas Ton n a 
ni maximum 91 minimum de la première efpéce. 

JiOrfque 1 on aura pour — — une valeur de 

m 

cette forme a±: h y^ (c— a:),^ &i étant 
dès quantités pofitives ou négatives j 6c m un 
nombre pair ,2,4., 6 &c* laquelle valeur de^ 
viendra ss a^ dans la fuppôfition de x =ae c\ la 
méthode de M. Euler pourra induire en erreur 
"pour l^maxima & Ui minima de la première eC 
péce , lorfqu'on les cherchera dans la fuppôfition 

' dy . ' \ 

que Téquation — =» o ait donné a?.= c. 

P- ^ dx 

Revenons .à Téquation -^ — rr =? o = 2 •— ar 

Sp i ( r *-^ xy j/" ( I — ^ ir === b. Cette dernière 
éijaatibu étant divifée par i --^ at, Ton a 4 ^ 
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5V^(i — A?)=o,4= ± ^y^(i^x), ou 

Subftituant cette valeur de x (* ) dans - ^ 

P=— 2 ± 11 1^.(1 -.X), ii vient y^ ■ 

e= — 2 ± 3. En prenant le figne fupérieur (**), 
on a un minimum pour y, qu^ alors fera 77—. Si. 

Ton prend le figne inférieur. Ton a y =]Tr?3^^i 
paroît un maximum ; mais le feul figne fupérieur 
peut avoir lieu , parce qu*on ne peut avoir 4 ^ 
S^y^ ( I — :t:) = o, à moins que ^ j/^ ( 1 —x\ 
ne foit =5=4 &4 — 5; V^X ^ — ^) =0=4 — 4. 
Le minimum de la première efpécena donc lieu quç 
pour les ordonnées de la feule branche défignée 
par y =i ^ x — jc*4^(i — a:)xV^C i — x). 

py. Problème. Trouver Us maxima &UstA 
nima de la féconde efpéce dans la fonSion y-=ix 
:±: Ci — xWi I — x). Suppoïànt l — :ir=:c 
— «•=/, ou ;r ac= I — /, Ton aura^ = i — 

/ ± / VfC'''') = I — /; car fV i difparoît 

à caufe qu'on fuppofe/très-^petite.Donc^ devient 

un maximum de la féconde efpéce , lorlque x = i. 

Remarque. Si 1 équation tfétoit pas fous la 


: (*) On doit faire attention que cette valeur de x n'cft.pas 
5= I , qui ici eft = c. 

^ (*") Pour la valeur de ^ & pour la valeur de y 

âans l'équatïon propofée. 

. / *»*-j -C'eft la valeur de y dans la fuppofition de 1 — ;c 
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rameneroit en cherchant la valeur de j^ en jt. 

Si Ton avpit une équation telle que jr == /^ ±' 
^ X — c). y^ (x — c ). q^ a étant une confiante 
ou une fondion de x qui (oit pofitive, quelque 
valeur que Ton donne ^ x, p étant une fonâion 
de;r, on fuppofe que/'& ^ ne font pas divifîbles 

J>ar X — c ; en fuppofant Jc — f=^Cy ou en fuppo- 
àntA:=c, ronaura^=/7. Mais^ devient imagi- 
naire , fix <<:^ tandis qu'il a deux valeurs réelles, 
lorfque x > c. Cela arrivera toutes les fois que Ton 
aura une équation de cette forme^ =/? rtr C^ -^O'* 

m 

l^(x — c). qC),m étant un nombre pair 8c nun 

2 ll-f-I 

nombre entier ; ou de celle-cî^ =r:p ± q. (x — c) * », 

m Se n étant des nombres pairs ou impairs, pourvu 
que :2 /? -H I >> 2 /72- Et fi Ton fuppofe que la 
Sg, 62, repréfente une de ces fortes de courbes de 
manière queAP=A:foit=s:c, PM ==y = /?, les 
ordonnées correfpondantes aux abfcifles Ap plus 
grandes que c, feront réelles ; mais les ordonnées . 
correfpondantes aux abfcifres A B <c feront ima- 
ginaires. La courbe aura un point M , d*où par- 
tiront deux branches qui s'étendront du côté des 
abfcifles pofitives. Si en fuppofant les points P & /» 
très -proches , Ton a les ordonnées p n 8c p m toutes 
les deux plus grandes ou toutes les deux plus petites 
que P M, dans le premier cas P M fera un minimum 
& dans le fécond cas un maximum. Nous appellerons 
cette efpéce de maximum ou de minlnium un maxt^ 
muni ou un minimum de la troifiéme efpéce; il diflfere 
de celui de la féconde , en ce que dans celui de 1^ 


(*) c pcm tee 3=: o. 


i*"^ 


j 


■*ta 
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oifiéme efpécel ordonnée y eft un maximum ou 
lin minimum par rapport aux valeurs fuivantes, 
au lieu que ^ans le maximum. ou le mimmum de 
la (ecônde efpéce, y eft maximum ou minimum^ 
par rapport aux valeurs antécédentes de j^; mais 
lî/;;2>PM&/?/w< PM , Ton n*a ni maximum 
ni minimum. 

Pour trouver ces fortes de maximum & de mi- 
nimum , on fuppofera qu'en faifant x = c , Ton 
ait p =: g. Si on fuppofe jc un peu plus grand 
que c y c*eft-à-<lire , u on fuppofe x — f ^=z c\ 
C/ étant une quantité infiniment petite ) ou x 

î d P 

sas c +/, la fondion/i fe changera en g ' 


i+* , + &c. & la fondion a devien- 

i.dx^ 

dra q +1 — -— - Hk — » y ^ — •+■ &c. Donc 

dx i,ax 

dans ce cas on aura y rss e^ -h -r — +• t-t' 

'^ ^ dx %,dx 

* dx 

» 

& parce que / eft fuppofée infiniment petite ^ 
Ton a ^^ = g -H ■ ^ "^ ±r / r;r~' f . 

Maintenant fi -~ eft une quantité pofitive ( en 


fuppoCmt > I ) 5 > fera un mini^ • 

ri///W5 fi •- — eft une quantité négative, y =g 
(bra un maximum j mais fi ■ - n'eft pas >i» 
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on n*aura ni maximum ni minimum. Sî . 

dx 

o, alors j^ ^g-^ — ^-- ct^.Z-T;^ 


1 /I -f- I 

2 m 


Si dans ce cas ^ "^ "^ ' tfeft pas > 2 , Ton 


n a ni maximum ni minimum j fi 


im 


alors j' =2 gr fera un maximum ou un minimum , 

fclon que ^ ■- fera une quantité négative ou 

poGtive, II n*eft point difficile db voir comment 

on doit procéder lorfque ^ sîat o. 

96, Problème. Trouver Us maxima ou minima 
de la troijiimt tfpiu de la fonSion y '=^ ax ^ 

ix — I }î X x'*'r=.ax^{x — 1> Vjix'r^'O.xx. 

Dans la fuppofition de a: = i , ( c eft ici = i ), 

t> . dp xn-^x 

Ionzy:=:a:=gimaïsp=iax'y-j^ = a 


^ 1 m 


►I ; doncj^=Eg^fera un minimum , C tf eft pofitif, 
& un maximum , fi ^ eft négatif. La figure 62 peut 
repréfenter le premier cas, & la figure 63 le fécond. 

Avant de pafler plus loin, nous allons parler 
d*un cas dans lequel les valeurs antécédentes dejr 
font imaginaires , auffi bien que les conféquentes, 
Qu*on demande , par exemple , de trouver le 
maximum ou le minimum de j' , en fuppofant que 
Von a Téquation j/^ + ;t^ = 4 xy — 2. En diffé- 

|*enciant , Ton trouve ^ ^ — ^ 


dx y^ — K 
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Suppofant —j — = o. Ion a a:' =^. Subftl- 

tuant cette valeur à&y dans Téquation propofée^ 
il vient «'* + at* =3 ^x^ -— a, ou x'^ ^^ o x^ 
^ 2 =2 O , cette équation donne les divileurs 
X^ — I =î o, a:* 4- a;* — 2 = o. Cette dçrniere 
équation donne a:* — l = o & ac* + 2 = o. 
La dernière équation a toutes fes racines imagi- 
naires. Lès équations x^ — i =o,x*— 1=0 
donnent chacune at* = 1 C^) & a; = ^ 15 donc 
on a deux valeurs pofitives & deux valeurs néga- 
tives de :r , & chacune de ces valeurs eft l'unité ; ' 
& à caufe de x^ =jy, l'on ?iy^ — x^=i — i=:o; 
donc, félon ce quon a dit ci-deflus. Ton doit 

avoir --:— rssi ^ , Pour lavoir fi dans ce cas il y 

dx o ^ 

â un maximum ou un minimum , foit ^ = i — f 
& y =: I — n y f il n étant fuppofées infini- 
ment petites ; en fubftituant ces valeurs dans Té- 
quation donnée , on aura 

I — 4/2H- 1—4/ 


4 — 4/— 4 n r-^t 


ou en négligeant les puiflances,de n & de /au* 
deflùs du fécond degré, 6/2^ = 4^/ — ^/^ ? oii ^ 
6/2*— 4.;z/=: — <S/*, oun^ — T '^/'^^ '^~'/** ^^ 


(*) AT* — I = o eft divïfible par :v*— . r = o & donne poàr 
^uoûci)tx*^7 15350, <k>ttt k$ racines fo^t imaginaires./ 
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quotité imaginaire, foit qu'on prenne/ poCtive 
ou négative, c'efè-à-dire, foit qu'on augmente 
ouqu ondimmue 1 abfcilTe; ainfi le point qui répond 
a a: ==; I & ay == i , eft un point conjugué , & l'oï^ 
donnee^neftmun maximum ni un minimum de la 
première ou de la féconde ou de la troifiéme ef- 
péce; caries ordonnées voifines à la droite ou à la 
gauche font imaginaires. 

97. Lorfqne la fonûion V dont on veut trouver fe maxi- 
mum ou le minimum eft compoCe de deux variables x8cy. 
Il ces variables font fôparées & qu'on ait V = A -»- B 
A étant une fonûion de x & B une fondion de y. V de^ 
viendra un maximum , dans le cas que A & B feront des 
maximum , & un minimum lorfque ces quantités feront des 
minimum. Mais on doit faire attention qu'on ne doit pas 
joindre le maximum de A avec le minimum de B , ou rëd- 
proquement; car alors V ne feroit ni maximum' m mini- 

T ■ ^L"^ ~^' ^/"* n'.aximum, lorfque A fera 
maximum & B.mmimum; fi au contraire B eft an maximum 
&Aunmi;hmum,Vktiun minimum, K qui a'a pasbefoin de 
démonftration S. A = x^-jx^- j;^, a fera un mim- 
mum, lorfque 1 on aura ^ = n_ v x , &un maximum, 
bxz= t — y/ t. Mais en fuppofant B =jr* _ y^i _jl 

I 8 xr ~«y . l'on aura -il_ =4^, _ , 4^>^. j ^j. 




— 8. Suppofant -^ = o, l'on trouve 4_)'» — i 4^^^ ^ 

■} O'- 8 = o , on -il-. =y,i _ ej'j^^p^^ z~o. 
Les racines de cette équation font^ = t,y=si-+.y/i., 
aoncpuifque --—. ssj^j.— i îj, 4- , devient =5—5 

dans la fuppofitlon de j = » , dans ce cas B fera nn maximum. 
Pour les autres racines qui viennent de réquation>'^ — 4^ ^_ g 

^ ° ' ''*'° * TTrfT" = * 5 ''°'"= ''""e & l'autre donne 
un minimum ; donc A 4- B fera un (naximum , û pn fup- 


*ii* 


Calcul difjferentiec. lyp 

pofc jss.x & xr=z 1 •*- V 1 > 3c alors V=î A -f- B =5' 

•4- 4 V *• Mais V fera un minimum , fi on fuppofê x rrz x\ 
W- V i &JK = i H- V 3 > ou^ =4 — V 3 , &^ 
<lans l'un & l'autre cas on aura V = — ^"— 4. Vi. 
B . — A fera un maximum , fi^ = i & a? ==r^i -f- y^ ^ ^ 
& alors B — A=== I3-4-4V2'* Mais on aura un mini-* 
imim , fi on fait ^ = x-f;\/3&Jf=i — \/ % ^ 8c 
dans ce cas B — A fera = 4 — 4 V i. Au reftc il s'agi^ 
ici des maxima & des minima de la première efpéce. 

Si V eft une fonélion des variables x 8c jr mêlés enfemble; 
Ton aura dV = p dx -^ ^ dj y p Se q étant des fondions 
<I'u«e 6cs variables ou de toutes les deux. Maintenant fup- 
poftnt p = o &ç=o,on aura deux équations qui- feront 
"connoîtrc x 8c j/^ ; mais pour le maximum ou le minimum i 
on joindra enfemble deux' valeurs , Tune dcxdc l'autre dej!^-^ 
qui pùiflenc enfemble rendre V maximum ou minimum, Mai« 
on doit avoir l'attention de ne joindre que le maximum avec le 
maximum 8c le minimum avec le minimum. Pour trouver 
les valeurs de x , qui peuvefit rendre V maximum ou mU 
nimum y on confiderera ^ comme confiant, & Ton dîffé* 
renciera V dans cette fupppfition pour avoir, dV ss^ p dx8^ 

„■■ , , as: p. Différenciant p dans la même - fiippofition 

^^v j ^^y dp 

icjr confiant , Ion a :=: dp, t= L.. 

d X d X^ d X 

fîïaintènant on examineia fi' ■ " ( âpres avoir fubflitu^ 

;. .dx 

les valeurs qu'ont donné les équations p=o& ^ = 0) efl: 
^fitif ou négatif ; le piemier cas indique um »2i/7f;72 £/m, mais 
le fécond cas indique un maximum, 

. De môme en fuppofant x çonfbmt, f on à rf V = î ^JK « 

^ V ddy . . 4dV M^ ,M 


dy'^ ■ -' dj ^ dj- 

il 


d a 

Subftituant dans — —^ les valeurs de x 5cdc^ données par 


M-^ 


f*) Il ell aifé de voir qu'on fuppofè êjr conftànt , comme en 
diftércnciant V dans la fuppofitfoft de :ç yariabJe , on a fupi^ 
pofé^pf coajlanc. 
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les équations j = & p = o> on examinera fi ■- , ■■ eft 
pofidf ou négatif; le premier cas indique un minimum êc Je 
iècond cas indique un maximum. Si ~ efl pofitîf Se que 

ïesmèmes valeurs de^& de X rendent — j-^L. négatif ou 

réciproquement^ Ton n'a ni maximum ni minimum. Si ces 
formules ou Tune des deux devient = o , on aura recours 

1 — r~ , & — r-?— (*)'SicesforHiulesne s'évanouiffcttt 
pas , Ton n'aura ni maximum ni minimum ; fi elles s'éva^ 

^y. ^ dd d b d^ Û 

nouilTent, on aura recours a --r — • r- > &c. 

dx* ' «<jr' 

^8. Problème. Dans quels cas V = x' -t->^ — 3 <f xj^ 
devient maximum ou minimum? L'on a d V r=: ^xxdx 
H- 3JLy <^^ — " 3 «^rf «— 3 fl * rfx ; donc p = 3 3f /v — 3 a/, 
ç = 3j(^-^3 a^f. Suppofant p = o & g = o, rona3xx 

•-3V= Of **=ûj'j^ = -^r^^*===^ Maïs 

X* 

l'équation qzssz o donne ^j' = âjif; doncaxss ' ■< 


«« 


t' X =«*, a* = *', * s=s «• L'équation «' x = x*, 
donne auffî x^— -jra'=ooujcr=o> fi l'on fubftime 


XX 


ces valeurs de x dans ^=3 — — , Ton aj^ = aoa^ = o| 


• / * ) Si ■■ ' ■■ s*évanouit fcul , alors on a recours feu* 

^ ' dx ' 

lement â" ■ " ^ pour ce qui regarde at , ScTon revient pour;' 

d X 

i la formule --j-T-^ ou. réciproquement.. 
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6. EnluppofantJrtssoèry Ê=sô*îlvîcnt *--i- aâ —i» 

** d M ' éy 

a±=o,ifc<lansIe cas de ^ = tf<c yssstf* l'on a -j — ss2^4 
ss:î ■■ } ^ Donc Ton a un minimum pour ce cas . & alors V:^ 

pp. Si l'on avoit V = A-|-fi-4-C,A étant une fciîd-» 
tfon de a:, B une fondiôn de^, C une fonâion de^, V 
fèroit un maximum ou un minimum , dans les mêmes ca^ que 
A , B , C' (èroienc à la fois chacun un maximum ou un mi*- 
nimum. Mais fi Ton avoit A -f- B — C ^ en confidérant A -f-B 
comme une fondlion de x & de j/ , cette quantité feroit uâ 
maximum ^ lorfque A + B feroit un maximum & C un mi'» 
nimum. Si C écoit un maximum & A -4^ B un minimi'm ^ 
cette quantité feroit un minimum* De même en faifanf 
V = A — B— C, Ton auroit un maximum, lorfque A 
fbroit un maximum ^ B H- C étant un minimum. Mais fi A 
^toît minimum , S -f- C étant maximum , V feroit un mini* 
Tnum. Or par les principes précédens , il eft aifé de voir daiist 
qaels ca$ A , B & C deviennent maximû Se minima-y donc 
on peut trouver les maxima & les minimu dé ces forte^ dd 

3uantités. Si V étoit une fonction de x ,^ , ç mêlés enfemblc^ 
c manière qu'on eût dV zss: ^ ix *^ qdy -+- rd^^on. 
Cippoferpit /» =i Oj qxsBo &r5=o. Ces équations fuififenç 
pour faire connoître x ^ y & f . On fera attention enfuice 
que p dx repréfènte la differeâce de V> en faifant varier x feuler 

ment; donc <{ V =p ix^ & dans cette fuppofition -j^ ssi p, 

DifSîrenciant encore dans la même fiippofifion, Toti aur^i 

= op, ^ — . , ■ s= — -— . On examincfa a 



- (en Inbffituant les valeurs de x ^y , ^ ttôuvées paf 

les éqaanons p£=:d,7=± 0| r sko) eft une quantité pc^ti^ 
ou négative ; le premier cas indiquera un miinimum , le fécond 
cas indique un maximum. On ponera le même jugement pout^ 

laquanmé * . ^ > =sî ~î— , qu'on trouvé en âilaât 

T^mc II lé X4 . 
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varier iculementj^,« pour — -- ^ ■ =s — - — , qu on trouve 

^n faifant varier feulement la quantité :[• On aura foin de 
ne joindre enfemble que des maxima & des minimû. Si l'on 
trouve un maximum feulement pour une variable 8c des mi^ 
nima pour les autres variables , ou des maxima pour deux 
variables , & un minimum pour la troiiîéme variable y &c. l'on 

n'aura ni maximum ni minimum. SI -- — == o , on aura 

dx 

y ddf 2 ^ r ^1 
recours a ■ . > ■ ; de même u ■■ , ■ =3:0, on aura re- 
4** dy ' 

cours a — r-r— ; *c, Ue même fi —7- = o > on exammeni 

— 7----J fi *■ ., ■ * , -7-7- , —r-T- ne s evanouifient pas , 

Ton a*aura ni maximum ni mirùmum ; • fî ces quantités font 

«= o , on aura recours a ■ . ; , — r-r> .*", ■ » «c. 

, ««* </_>> «*.» 

XOQ- PHOBLÈME. l?il/2I ^Uc2 CûJ V = X*^ •— X Jl JifJ'*{* 

-f-' " devient maximum ou mim« 


i7 3 

mum? L'on a (ÎV= 3 %*' y dx — iiy i^ ix ^ x^ X 

6 jL z. y^ J y 

. 12 — -— «^ a 4*^^ î i î î donc en faifant p s= o, 


^7 
y =0, r ss o. Ton aurap = 3 :<*j^ — i xj^» = 0, 

5 =5 je* — I z;v j* H =0, r=i28j*-H 

S 4 y^ 

1 4 ^^ J j= o. La première équation donne 


s? 

(en tran(pofant& divifam par 3 j) a: * =4 ^* , ou «=5: 2 f (A). 
Subftitnant cette valeur de x dans la féconde équation, il 

tf 4 tï* 

vient 8 î^ — 1 4 t^ -+■ "" ' = o , ou — i 5 {* 

tf 4 y* tf 4 

H j ^=o,ou— j^ X j* =x<JfSou};. 
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îî= 4J> ou j^t= •^. f == ^ (B). Subftituaxit dans la troî-r 
fieme équation les valeurs Au x Bc Acjp ptifes des équa« 
tions A & B, îl'vient 1 1 8 ^* -f- ^'^'^^" ' — i 4 Xi 

;fc X 4.?^ =to, ou 8. 8. 4 H- 8 ç *— 8^5>^=î=o, ou t ^ -fi 
:f — ^^ :=o,ou î6==8{&î=£=x. Subftituani cctce va- 
leur de i dans les équations A & B , Ton trouve ;v s=î 4 

& j^ sa }. Maintenant -^ a= 6 xj^ sa 7 i , qui indique 

rfa l 1 % yx, 8. 8. 2. j. 2 

lifi minimum* — r^- sa ■ ' ■ ï±a ■ ■ ■ ■ ^ ■ . ^, 

quantité podtive qui indique auftl un minimum* Mais — -> ==: 1 19. 

X i{ — 14a:.j = 5ii — 188=^=114; quantité, pofi- 
tive qui indique encore un minimum ; donc la fonction Vi 
deviendra un minimum , en fuppofant a; = 4 , y = j , ?=i g 
& alors. V =; 8 5 y j & foit qu'on fuppofe les quantités x , 
y jX i augmentées ou diminuées d'une quantité fort petite /, 
on aura un réfultax^ plus grand. 

On doit remarquer que li les équations p i= ô ^ ^fcir 0, r=d 
âcc. don noient pour les variables x ^jr^ "^ &c* des valeurs îma* 
ginaires ou oontradidioires , dans ce cas on n'auroit ni maxi^ 
mum ni minimum. Il pfeut encore arriver qu'on' trouve ua 
minimum tel qu^il ne foit pas polFible d'en avoir un plu$ 
petit, ce -qui vient des puiilances paires des variables qui Cs 
trouvent dans la valeur de V. C'eft ainfi que V z=± xx -^ 
^j-+-j' — ^ — ^ cft un minimum = — ^, lôrfque;c=5f 
&^=-î- $c qu'il eft impoflTible de le. rendre plus petit , s'entend 
en regardant les quantités négatives comme au-defToUs de o i 
car autrement cela (èroit trèsrpodible. 

SiV = A-f-B-f-B-f-p*HÉ+F-f'&c, A étant 
une foné^ion de :r , B une fonâion de^ , C une fonâîoij de^ j 
E une fonction de x' y D une fonâion de x", &c, V fera un 
maximum ou un minimum ^ lorfque A, B^C, &c. feront à 
la fois des maximum ou des minimum* Mais fi V = A 4-* 
B -^ C — D , pour que V foit un . maximum , il faut que 
la quantité — C — D , qui cû fouftraite , foit un minimuin , 
ior(aue la quantité A-hB dont on fondrait c^mh maximum * 
Mais V fera un minimum , fi la quantité dont on fowf» 
trait eÂ un minimum & la quanticé lou^aite un maximum^, 
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.fi V eft une fonftion des variables * , «* , *" &c.^, y ,y^ 
&c. ? , l' , f" &c. mêlés enfcmble , l'on aura iV = pdx 
^f dx'-i-p" d:^''hkcH-qdj"hq'dy -t-q" dy'-t-&c 

H-rdz-ht'dz'-f- r" dfScc, & l'on ferap=o, fs=<y, 
f=o, qsxo,q'sso, 5" = o, r= o, r'=o, r' = o, 
&c. De ces ëquadoifc, par les régies ordinaires de l'Algèbre, 
•n tâchera de drer les valeur» de x, V &c. on aura enfuite 

ir ur ^ if -JjL1-^= IL 

TT '^^^ ^^47 .'» ' <^*'>' V.'' 

&c. Si ces quantités font pofitives , elles indiqueront des 
minima, & des maxime fi elles font négauves ; mais fi une 
valeur de * indique un maximum & que la valeur de x in- 
dique un minimum , ces valeurs de x & * ne donneront 

pour V ni maximum ni minimum' Si t-j^ , «c — o , 

-,-,:-«,* A ''?— - ^ - &c. s'évanoaîffent oa 
on examinera u -7]^ ~ » rrfV)» 

non , fi ces quantités te s'évanouiffcnt pa» , l'on a'aura ni 
maximum ^ minimum. Si -^ difparoît, on etwniiierafi 
J^^- cft pofitif ou négatif. Le premier cas indique o» w* 
•imùm , le fécond cas indiquant un maximum. 

« t fi p-»„ , _ifi- s= o, fi -i!-^ eftpo- 
De ittême fi Ion a ^77^. — °» ^^,')» 

fidf le minimum cft indiqué} au contraire le m««m«m eft 
indiqué , fi cette quantité eft négative «ce. Mais fi^un maxi^ 

mum ou un minimum étant mdiqué par jrj- 1 ^77^! «ce, 

Jif-M s'évanouiffoit pas , ce qui indîqueroit que la n- 

xJfit y ( ou aucune Ses valeurs de^ , fi aucune d'eBe» 
ne pe« feire évanouir cette quantité ) ne ^eut donner m 
ZSnum ni minimum; dans ce cas^on nauron m mm- 
mum ni minimum. Si les équauons P=o P - ° f^^j^"*^^ 
noient Dlufieurs va eurs pour les variables x, * «ce. uan- 
St oSre enfemblé celles qui donnent à la fois un m.*;- 
Tum ou u« minimum, & rejetter les autres comme uHiale* 
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»■ ' 

Des développées & des rayons ofculauurs. 

101. Si on conçoit qu'un fil enveloppant une 
courbe A B C ( fig. 64 ) vienne à fe développer 
en reftant toujours tendu fans cependant s'allonger, 
Textrémité A de ce fil décrira une courbe AFN^ 
qu'on appelle* courbe de développement^ la courbe 
ABC s'appelle la développée , les portions B E , 
CF &c, du fil font appellées rayQns de la développée. 

Corollaire I. 01 le fil fe termine au fommet A 
de la développée , il. eft évident que chaque par-- 
tie B £ de ce fil eft égale à l'arc développé ABj 
mais chaque rayon FC fera plus grand que l'arc 
correfpondant , fi on fuppofe que le fommet de 
la développée eft en B , de manière que AB foit* 
une ligne droite. En général le rayon de la déve» 
loppée eft égal à l'arc développé , en ajoutant une 
conftante, s'il le faut. 

CokollaireII. Chaque rayon B E de la 
développée pouvant être regardé comme le pro-^ 
longement de l'arc infiniment petit BC, arc qui 
peut être confidéré comme uniç ligne droite', il 
eft vifible ,1**. que chaque rayon de la dévelop- 
pée eft tangente de la développée; 2**. que le fil B E 
en paflant de É B en F C , décrit un petit arc E F , 
qu'on peut regarder comme un arc circulaire dont 
le centre feroit en C ; de manière que le rayon F Ç 
eft perpendiculaire à la tangente FT au point F 
de la ligne de développement ( car le rayon d'un 
cercle eft perpendiculaire à la tangente du cercle 
qui aboutit à l'extrémité de ce rayon , voyez I3 
Géométrie. Donc fi des extrémités E, F d'un arc 
infiniment petit d'une courbe , Ton tire deux per» 
pendiculaires EC, FC, ces perpendiculaires fe 
rencontreront en un point C ^ qui fera un point 
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de la développée de la courbe donnée , & Toa 

{)ourra regarder Tare EF comme un arc cîrcu- 
aire décrit du centre C, Mais parce que les cer- 
cles font d'autant moins courbes, que leurs rayons 
font plus grands ^ il eft vidble que la courbe de 
développen^ent deviendra d*autant moins courbe 
qu'elle s'éloignera plus du point A, où aboutit le 
rayon de la cjéveloppée qui eft = o ou qui eft 
le plus petit, Amfilaplus grande courbure fe trou^ 
vera en cherchant le plus petit rayon , & la moin* 
dre courbure fe trouvera en cherchantle plus grand 
rayon de la développée ; & cela par la méthode 
des maximis & des minimisa 

R E w A B QU E. Si du point P avec un rayon FP 
^lus grand que BC, on décrivoit un arc de cer- 
cle , cet arc pafleroit au'deflus de l'arc E F; U 
pafleroit au contraire au-deflbus de cet arc , C on 
prenoit un rayon p F plus petit que F C ; donc 
le cercle décrit du point C avec le rayon F C , 
eft celui qui fe confond le plus exaâement avec 
Tare infiniment petit E F, Ce cercle eft appelle 
çercU oJcuUuur^ & fon rayon eft appelle rayon 
çfculauur^ rayon de la développée , rayon de courbure , 
parce que la courbure de l'arc infiniment petit FE 
de la courbe de développement eft la même que 
celle de l'arc correfpondant du cercle ofculateun 
Nous appellerons angle de courbure ( fig. 65* ) 
d*un arc EF d'une cgurbe l'angle ECF que for* 
inent deux lignes perpendiculaires à cet arc (ne- 
nées par fes extrémités ; cet angle eft égal à ce- 
lui que forment les deux tangentes menées pat 
les extrémités de cet arc. En effet les angles du 

Suadrilataire M E C F valent quatre angles droits, 
>r les angles C E M , C F M font droits 5 

donc FME -t^FCE valent deux angle? droits. 
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Mais F M E -f- F M N valent auflS deux angles 
droits; dcM^ ECF = FMN. De plus en regar- 
dant Tare infiniment petit EF comme circulaire, 
& tirant la corde EF, l'angle NMF, extérieur 
au triangle E M F , vaut les deux angles inté* 
rieurs E & F ; mais ces angles font égaux , parce 
qu'étant faits par une corde & une tangente, ils 
ont chacun pour mefure la moitié de lare EF; 
donc chacun de ces angles eft la moitié de Tangle 
de courbure. Mais fi onfuppofe que Tare «/eft =ai 
£ F & que le rayon ece& moitié du rayon E C , il eft 
vifible que langle e cfkva double de l'angle ECF, 
.& que l'angle 72 /n/ fera auffi double de langle 
NMF ; de forte qu'en général le^ angles de cpur«- 
fcure font en raifon inverfe des rayons ofculateurs ; 
donc auffi les courbures des cercles /ont en raifoij 
inverfe de leurs rayons. 

. Remarque. Le triangle E MF eft donc ifo<3 
celle, & l'angle de courbure NMF, mefuré par 
. l'arc E F qu'on fuppofe infiniment petit , eft auffi 
infiniment petit. 

Corollaire. Il fuit de ce que nous venons 
de dire , qu'un arc .de courbe E F ne peut être 
regardé comme circulaire > ou ce qui revient au 
même , ne peut, avoir une courbure circulaire ou 
un cercle ofculateur , fi les angles E & F ne font 
chacun la moitié de l'angle NMF que forment 
les tangentes extrêmes > ou ce qui revient au 
même , fi les angles E & F , formés par la corde 
.& les tangentes jextrêmes , font inégaux. 

10^. Corollaire I J. Il fuit du corollaire 
.précédent & de la remarque précédente, qu'il y a 
des arcs de courbe qui n'ont aucune courbure circur 
iaire. Soit fe ( fig. 66) un arc infiniment petit d'une 
parabole quelconque différente de la parabole qg' 
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dinaire^ que le fommet de cette parabole foît 
en /, je mené Tordonnée tp perpwUiculaire i 
Taxe f n , la tangente < «& la tangente fm ( qu*oa 
peut regarder comme l'ordonnée prolongée du 
point/delà courbe ),L*angle de courbure//7i /z étant 
infiniment petit ( remarque précédente), Tangle 
mfn^ssepn étant droit» l'angle mnf nt diffère 
d'un angle droit que d'une quantité infiniment pe- 
tite ; ainfi on peut le regarder comme étant égal à 
J'anglç n fm \ ^ partant le triangle mfn doit être 
cepfé ifocelle , & par conféquent /tz /i eft cenfée 
ia= fm 5 donc fm : me n mn : me. Or à caufe 
des trianeles femblables n mf Scnep^ mn=:mf: 
fm II nfi fp. Mais dans aucune parabole ( ii on 
excepte la parabole vulgaire) nfucB: pas =sfp; 
donc on vte^ pas non plus tm ^sB^fmi donc le 
triangle emfn eft pas ifocelle; donc les angles mcf^ 
ptfe ne fopt pas égaux ; donc la courbure de Tare ef 
rfeft pas circulaire , & il n y a aucun cercle ni fini 
^lii infiniment grand ni infiniment petit qui ait 
yne courbure égale à la courbure d'un tel arc. 

J'ai dit que dans aucune parabole fi on excepte 
Ja parabole vulgaire , on n'a. pas » / =^ fp. £n 
effet, il faudroit qu'on eût la fous r- tangente //i 
^=^ 2,ffp> or la fous- tangente des par aboies eft 

( 10) =î=.-rrT V^ ; donc la fous - tangente eft 

» l ablciiTe fp ^atx , comnae .r- >— r— : * : : 

n 

( m '+- n) X ; n X ; m -i^ n : n i mais dans la (èule 

Ï)arabol6 ordinaire. Ton àms±:n = i ; donc dans 
, a feule parabole vulgaire n p ; fp : ; 2 : j ; 
donc &c. 

Remarque, Cependant les Géomètres enfei^ 
logent communément que tout arç de courbe A 
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txne courbure circulaire ; mais ce que nous venons 
de dire fuffit pour faire comprendre ce qu'il faut 
penfêr d'une telle doârine. 

Cherchons maintenant les expreflîons de cer- 
taines lignes qui nous ferviront pour trouver les 
formules du rayon ofculateur; mais on doit bien 
fentir qu'il ne s agit pas ici des courbures qu'ont 
les courbes dans quelques points finguliers, 

103. Soit la courbe A B D dont AP eft la 
ligne des abfciffes ( fig. 67 ) , & dans laquelle on 
mt coupé les arcs infinîinent petits BC, CD, qui 
ne doivent différer entr'eux que d'une quantité 
infiniment petite , par rapport à ces mêmes arcs. 
Qu'on mené la corde -B C prolongée jufqu en M , 
les ordoiîhées & les autres lignes que repréfente 
la figure, Faifons P « = B F = dx^ CS =: d x 
^ddx, BC — ds^ ACc=i, FC=: dy, 
JL.es triangles BFC, CSM étant femblables ( à 
caufê des parallèles B F, CS), l'on ^ dxzdy :t 

dx'+^ddx :SM:=:* ^ — ^^ • , ; mais S D 
^dy^ ddy (*);DoncDM».SM— SD 

dy d dx '^ ix d iy * 

dx 

Suppofant que la ligne DL repréfente un arc de 
cercleaécritdupointCcomme centre, cet arcpourra 
être regardé comme une ligne droite perperdiçu-^ 
laire fur C M ; & comme l'angle i i D eft dpuble 


(*) Car lorfquc d% devient =z dx ^ ddx ^ d y devient 
P= djr -^ ddy'y mais ici x augmentant , dy va en dlmi- 
puant , & Ton z d dy négatif ; c'eft-à-dire , que S D =y 
, — ddy y ou SD=z dj/-^ ddy yenCe fouvenant que ddy 
eA ici négatif. Si la courbe étoic convexe du coté de 1 axe A Rf 
i dy feroit poûtif. 
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de iC D, Ton a HD sss M CD ; donc cet arc 
mefure Tangle de courbure C Q D = i i D. 

Les triangles M L D , C S M ayant Tangle M 
commun & les angles L & S droits y font fem- 
blablesîdonc CM: CS ou BC:BF:: DM; 

TiT j j dj ddx '•^ dx ddy -^- 

Jjlà^oudsx dxii : JjU 

dji 

djrd dx-^d xddj^ 


ds' . • ' 

Si Ion fuppofe D L == y , le rayon 5= i , & 

• . r «*• r <f dyddx'-^dxddy 

cmon fafle ds\ 1 :: j : -i- = — -—- , 

^ ds ds^ 

Ton aura la micfure d'un angle que nous ferons 
auifî = q^ 

Il cft bon de faire attention à cette valeur de la 
mefure de Tangle q^ laquelle feroit négative , fi la 
courbe étoit convexe du côté de Paxe , parce qu'alorç 
la ligne D L feroît fîtuée du côté de Taxe. 

Cela pofé, en fuppofant que les lignes CQ,' 
D Q font des rayons ofculateurs , Tangle Q fera 
c=i^iD= 2. «CD = LCD; ainfi les triangles 
L C D , C Q D font femblables & ifocelles. Donc 

LD: CD:: CD:DQ (*) ou i^ll^^^^^ : 
«/f : : ^5 : D Q= : , valeur du 

^ dyddx -r-dxddx 

irayon ofculateur , que nous ferons = R. 

Si du point Q Ton tire Q N perpendiculaire 
for C /2 , prolongée , s'il le faut , Ton aura un triangls 
reôangle dont le rayon ofculateur CQ fera rhypo- 


, (* ) La cordcj CD ëtant cenfée fe confondre avec Twc 
ionnijoieiit petit C D , eft cenfée égale à cet ace* 


' I 
I 


J 


'mmm 


Calcul différentiel. 171 

*«^— »™^p— — — — — — — ii— — f I III I — ^— — — — — ■ I ■■ 

t'iénufe , il s'agit de trouver les côtés de ce triangle 
( que nous appellerons cotés du rayon ofculauur ), 
Les angles N C S , Q «C i étant droits , fi l*6a 
en retranche l'angle commun, QCS , l'on aura 
NCQ=:SC/»; ainfi les triangles CS*, CNQ 
feront femblables, & donneront CA: CS :: CQ: 
CN, &C^; *S = SDC*;:: CQ:NQ; donc 

dsiidx-^ ddxt=z dxi: — ; r ^^iCN-ssr 

d^à d X — ^ X dd^ 

dxds^ , , dsi 

•- , & ds: dyii TT** 

djrddx — axddy ^ dyddx — dxidy 

NQ == < >^^^' ^ 

dy ddx '^ dx d dy 

Les expreflîons ci-deflus deviendront plus fim- 
nles, en luppofant quelque différentielle confiante, 
oi on fuppote dx confiant. Ton a ^^a: =0; R 


dxddjf ddy ^ dxddy 

Si on fuppofe dy confiant , Ton 3, ddy ^=i o 

*^==^T-77~» CN = — — — — ,&NQ 

dyddx dyddx ^ 

d s^ , 

Si par Téquatîon de la courbe, après 


d d X 

«voir éliminé les différentielles ^ Ton trouve le 

——————— III I l i ■ " ■ >'m ■■■■ I II I I II I .1 ,—,————— 

( * ) Car l'angle h CD ^cant infiniment petit , le c6cë h D 
qui lui eft oppofé eft infiniment petit par rapport â C D , qui 
cft infiniment petit du premier ordre , au/fi bien que SDj 
donc D b td infiniment petit , bar rapport à S D ; donc la li^» 
gne S D eft cenfée = S /•. De plus Parc infiniment petit CD eft 
cenfé fe confondre avec fa tangente, & Ton peut (lippofet 
que cet arc cft égal â la tangente C^ == C^, puifque Cx 
^êc Cb ne peuvent différer que de x b y quantité infiniment 
petite par rapport a C ^ , qui eft infînunent plus gran4 
^ue bjj'^ 01 bD ^ ^ ^ 9 ^^ 4^o°t de même eipéce* 
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rayon ofculateur R ou le côté CN pofîtif » h 
courbe fera concave du côté de Taxe ; au con- 
traire la courbe tournera fa convexité vers fou 
axe, fi le rayon ofculateur eft négatif, ou fi U 
côté CN eft négatif. 

Si 00 fuppofe d s confiant , Ton aura dds sso. Mais 

ds* = <f ^*4* dy^i donc 2ds.ddstsBi2dx.ddx 

dx* d d X 
}^2dy. ddy =s o , & ddy^ssi — — j ; 

Si Ton fubftitue cette valeur de ddy dans Tex* 
preiliQn du rayon ofculateur , nous aurons R sss 

dsKdjf ds^. dy 


dy. d dx '■^ d x\ d d X 

is dy 
^ • 

ddx 


ds' ddx 


Les formules que nous venons de trouver 
4>nt lieu 9 fi les ordonnées font perpendiculaires 
aux abfciilès. 

Sirangle B TA des co-ordonnées n'eft pas droit, 
foit Itji/ius de ççt angle =;f h , fon cojinus = c , 
AT =jc, TB =^. Le triangle reftangle BPT 
donne ( en fuppofant le rayon = O, r : a ii yi 


BP 


^^ 


^ r : c II y i P T 


cy 


; donc 


AP = Jf -^ -* — ; ceft pourquoi en mettant dans 
les formules ci-deflus x au lieu de x^ 


T 


au lieu de y (*) , vous aurez les valeurs données en 


«j. 


{*) Au lîeo de ix^on mettra la difSrcntielle <îc x — ■■ — î 
au lieu de d dx ^ on mettra la féconde difFcrentielle de U 
même quantité; au lieu de rfy , ddy y l'on mettra > 
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\ Ayant fait les fubftitutions^ Ton aR=s9 

rds^ -,^- (rdx — cdy)ds^ 

m* (djrddx-^dxddjr) a{djrddx^ixd dy^ 

NQ«= ^-^^ . 

dj ddx'-^dxddy 

Sans faire mention de différentes autres mé« 
thodes par iefquelles on peut trouver des formules 
pour le rayon ofculateur , nous en donnerons 
une 9 par le moyen de laquelle on évite les dif 
férences fécondes. 

Soit la courbe PC, rapportée à fon axe AR ( fîg. 
68^, en fuppofant les ordonnées perpendiculaires 
aux abfqifïes , qu'on tire les lignes C Q , D Q perpen- 
diculaires à Tare infiniment petit CD, & les ordon- 
nées CL', DR. Ayant pris C/égale à une confiante b^ 
on mènera par le point /la ligne /ot perpendi- 
culaire à C V > & par conféquent parallèle à Tare 
CD, qu'on peut regarder comme une ligne droite^ 
ce qui donnera Do=: C/; par le point o me- 
nez la ligne <it perpendiculaire à DQ , & qui 
rencontrera CQ en /?. Cela polË, foit AL==:jr^ 
LC = y ; donc CS = ^x, r)S = dy, &faifant 
Cm = p^ Ton aura nm^=s dp. Les triangles DSC, 
fm C ayant les angles S & /tj droits & les angles 
*DCS,/Cm égaux (car fi des angles droits S CL, 
Q CD Ton retranche l'angle S C/w, il refiera le^ 
deux angles dont on vient de parler), font fem- 
blables ; ainfî DS-: DC : : fm : /C, ou D S x 
/C=DC X fm. Et parce que les triangles omny 
Qttt font femblables, & queQ//2 efl femblable 
à QCD, Ion a DC : mn : : QC : o/tz =i fm , 
(parce que les ordonnées CL, DR étant fuppofés 
infiniment orocnes , le point o eflt cenfé fe con- 
fondre avec le point /)y donc D C x //» 
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QC X mni donc DS x /C = Q C x mn\ 
ouDS : mn : : QC :/C, ou dy : dp :.: R : b\ 

donc R = — T î mais les triangles fembla- 

blesCSOjC/^/w donnent p i b \\ dx \ ds; donc 

P =s — 1 . Par cette formule on déterminera 

* as 

fecilement p» 8c par conféquent auflî dp^ 

Si les ordonnées partent d*un point fixe F 
( fig* ^9)9 .ayant tiré les ordonnées qu'on voit 
dans la figure , la corde B C L prolongée jufqu'à 
la rencontre de l'arc D L décrit du point C 
avec le rayon CD, la tangente C^ ( qui eft 
cenfée égale à l'arc CD), avec les rayons of- 
culateurs CQ, DQ; il eft, vifible qu*en confidé- 
dérant l'arc infiniment petit B C D comme circu- 
laire , l'angle LCD, formé par une corde & le 
})rolongement d'une autre corde, aura pour me- 
ure ( voyez la Géométrie ) la moitié de la fomme 
des arcs fous-tendus par ces cordes; & comme 
on peut fuppofe|||ces arcs tels quiils ne différent 
entr'euxque d'une quantité infiniment petite ,^ar 
rapport à eux, cet angle aura pour mefure lare 
CD =B C, & fera == C QD, tandis que l'an- 
gle ^ C D formé par la tangente , & la corde C D 

CQD 

eft = — . 

2 

Si on fiippofe que le point C de la courbe eft 
Je point d*ou partent les ordonnées ; à caufè que 
l'angle LCD eft égal à l'angle de courbure, 
iî nous fuppofons que la mefure de l'angle 
D C L C prifc dans un cercle dont le rayon foit 
•8= I ) eft = ^a? , l'on aura i : dx :: Ct)=^dy 
< en fuppofant C D inaflîgnable ) : D L = dy. dx. 
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Maïs les i^deurs CQD, LCD font femblables ; 
doncQD=sR: CD = d> :: CD (^dy) :DL 
c=s ^j^. ^;i; ; donc alors au pôle C Ton a R =a 

-— ^ , ce qui eft un cas particulier. 

Suppofons maintenant que les ordonnées par-H 
tent du point F ( fig. 69 ) ^ fitué comme l'on 
voudra par rapport à la courbe , du point F je 
décris Tare Qm=: dx, & je tire FM perpendi- 
culaire fur QC , les triangles F CM, DC/72 ont 
îes angles M, Se. m droits & les angles F C M , 
VCm égaux Ç*). Donc ils font femblables.; ainfi 
en faifant FC =:y , Ton aura Dm (dy) : D C :: 
FM: FC =s^y. Mais ayant tiré F/ perpendicu- 
laire fur QD , les triangles FMw , Q^/ lont fem- 
blables; donc auffi QDC femblable iutQC")^ 
fera femblable à FM « ; & partant D C : M // = ^/f 
( en faifant CM =/?) :i CQ (R) : FM; donc 
puifque les termes moyens de la première pro- 
portion font les mêmes que les extrêmes de la 
dernière , Ton aura dy y. y=:^ dp x R , ou R=3 

* ■ ; mais les triangles C D f« , F M C don- 

nent FC :CM :: CD : C/w, oyxy \ pixdsi dx\ 

1 yàx 

donc p = — ; — . 

as % 

Si dans la formule R = ^ ' •^ . ■ , Ton fubftituç 
Ja valeur de dp prife dfe l'équation p = — — -^ 


(*) Car fi â chacun de ces angles l'on ajoute Tangle Q Cz», 
Von aura les angles droits F Cm , QCD. 

(**) Car on pe^it regarder u t perpeadiculaire à QD comiBe 
j>arallèie â C Df 


^ 
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qui donne dp ssa ^ ^ 

Ton aura Rssa . . . . ^. Jj x j ,. î 

dx(rfyi/x -^Jr ddx)'^ydxdds 
& parce que </ i s=s ^^* -+* dy^ C) y & par con* 

féquent ds :=i( dx* •+* dy* ) * , le dénominateur 
de la valeur de R deviendra^ en fubfti tuant la valeur 

de dds , qui eft ■ ■ . ' ■ ■ ^ deviendra, dis-je, 

d X 

ds^{djfdx'^jrddx)^-ydx*{d9iddx'-{'dyddjr) 


■ ■ « .1. ^ 


ou en faifant les multiplications indiquées , 
fubftituant la valeur de ds^ Se réduifant^ 

d^ldx^ '^dx dy^^^dyddx-^ydxddy) . 

* ' . I. r , j donc 

df 

en divifant ydyds^ par cette quantité, & eflfâ- 
çant enfuite dy^ qui fe trouvera au numérateur, 
& au dénominateur du quotient. Ton a Rs=3 

\yds^ 


m wiaii 


dx* '^dxdy-^j^ djddx*^jrdxd<ly 
j^ds^ 

dxds'^'^ydyddx^ — ^dxdày * 

Si on fuppofe di confiant , Ton a ddx sao 


& R = ■■■ ^ ^. l — 7— rr . Si dy eft conÛanti 

dx^'k^x dy^^^jrdxddjr 

il vient R Bss --— 7— r— r . . . . Si 

dx^ *♦- d X djf '^ydyddx 


(*J Car le triangle CmD eftreârangle. L'expreffionde^fj* 
eft la même y lorfque les ordonnées foac perpendiculaires aux 
abfciilès. 

da 
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du point Q ( fig. 70) , Ton tire QN perpendî* 
culaireiiient fur le rayon FC, nous appelleront 
côtés 'du rayon ofculateur les lignes ON & CN^ 
Q N fera appelle le pnmUr côté & C N U fuond côti 
du rayon ofculateun Pour les déterminer , je re-- 
înarque que fî des angles droits F C /» , Q C D 
l*on retranche Tangle commun Q C /tz , les reftefi 
N C Q , m CD feront égaux ; donc les triangles 
redangles QNC^ m CD font femblables & don- 
nent CD: Cm :: CQ : CN , Se CD. Dm 

CQ: NQ; donc i" CN =: ^"^^^^ 


• « 


■— 5 — ^ ;■ ■' '■ ■ . , ; donc a N Q 


CQ.t)/n ^àyds> 


CD ix^'^dxèy^^yàyiàx^-'jrdxddy^ 

en fuppofant fucceflîvement dx ^ dy confiant ^ 
ces formules deviendrom plus Cmples. Si la va- 
leur de R & de CN eft pofitive, la courbe tour^ 
nera fa concavité du côté du pôle ; fi le con- 
traire arrive , la courbe tournera fa convexité au 
pôle. 

Pour faire ufage des formules ci - defTus , (î les 
courbes font rapportées à un axe, il faut éliminer 
Tune des variables x ^ oM y par le moyen de ré- 
ouation de la courbe, & Ion parviendra à un^ 
Kjrmule qui contiendra la valeur du rayon & 
des côtés du rayon Ren termes finis. Si la courbe 
eft rapportée à urt foyer , il faut chaffer dx^ 
& trouver le rayon R & fes côtés exprimés en y^ 

Remarque* Dans les formules qui ne fup- 
pofent aucime différence confiante , en éliminant 
une des fécondes différences par le moyen (b 
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Téquation de la courbe , on éliminera toujours 
lautre féconde différence ; de forte qu*en éliminant 
ddx, on éliminera les deux termes dyddx^^ 
dxddy. Car foit Téquation de la courbe dx'=^ 
qdy^q étant une fondion de j: & de ^ , Ton aura 
ddx=: dq* dy '^q ddy\ Aoncdy ddx'=>dy% 

( dq^dy^^qddy )j dyddx — dxddy ^=Ldy % 

( dq.dy -^ q ddy) — dx ddy ^= dqdy^ + 

qdy ddy — qdy ddy (en fubftituant la valeur 

de dx ) :=szdq dy^ , quantité qui ne contient aucune 

féconde différence. 

Ayant trouvé le rayon ofculateur & les côtés 
'de ce rayon , pour déterminer la développée d'une 
courbe BD ( fig. 71), on la rapportera à foij 
axe AP, & faifant AL=:jip, L(J=^,onaura 
une équation entre x tcy^ & de plus le rayon QC 
auflî bien que fes côtés , feront donnés en x ècy. 
Le point Q étant un point de la développée , dô 
ce point je tire QP = ^ , ordonnée à Taxe A P. 
y fera donc l'ordonnée de la développée, dont fabf 
ciffe fera A P ==/?;& parce que N Q=LP&LN 
s=CL— CN=j' — CN, Ton aura deux 
autres équations p =ar-+-QN, q •=^y — CN, 
dans lefquelles QN , CN font donnés en x 
&cy. L'on a donc trois équations ; & fi par le moyen 
de deux de ces équations on élimine a: & jy, I on 
aura une équation entre/; & ^, qui exprimera la 
nature de la développée. 

Si la courbe BD ( fig. 70 ) eft rapportée au 
foyer F , & qu'on ait l'équation entre F C =:= y 
& C 772 = dx^ on pourra avoir le rayon ofcu- 
lateur & les côtés de ce rayon exprimés en j. 
•Ayant prolongé le rayon DQ julqu'en P, de 
manière que P foit le centre de l'arc, fuivant D^^ 
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la développée paflera par les points Q & P. Je 
mené les lignes F Q ( rayon de Tare Q M ) &FP^ 
Je fais F Q ==p yQM == dq; il faut trouver unei 
équation entre p & dqi La ligne PQ eft la dif* 
ference entre le rayon dç Tare CD & celui dé 
î*arc D t ; donc cette ligrie eft la différentielle du 
rayon ofculateur. D'autre côté MP = i/7, & de 
plus lé triangle reâangle QMP donne PQ, ou 
la différentielle du rayon ofculateur , ou la diffé- 
rentielle de la développée === j/" dp"" -^dq^ 
D'ailleurs FQi=/^ =î/^( FN)^-+.(Q]n7, ou 


{pareequeFN=^y-CNV=î/^0— CN)*-hQiS y^ 

mais C N & Q N font cenfés donnés en y ^ donc 

€in aura deux équations avec trois inconnues y ,- 
p y d q; & en élinniinarit y^ oh aura une équation! 
totré p Se d q, qui appartiendra à la développée.* 

iO^é Problème. Trouver le rayon ofculateur dé 
la parabole vulgaire A C ( figi 72 ). Je prends laf 

formule R=3 — 7-— ? ^^^^ laquelle/; ^ 


rfp ' ^ - ds ^ 

& je cherche d'^àbord la valeur dé /. Soit le pa-*- 
tamêtre de la parabole = 2 a ,. l'équation dé 
cette courbe fera 2a x = yy^ donc 2adx 

y dy 
^y ày i-dx =i< — , &Ç, ds 


fera =^^('^^^'+^;'^)=K ( 


a 


y (_y* •+-<» a ) ; ainfi 


•sr^y dx^-^-dy"-^ 

yydy-^-aady ^ 

a a 

hdx 

^ ds 

Bdy 


— — i donc dp s=: , , 


1 
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^ ^ ^ 1 C^)= ^x 5 doncR« — 

^_ O^H-itfl)^ . Or fl eft la moitié du para- 

mètre ; donc la fous- normale LP = tf. De plus 
V^ C JJ' J' + ^ ^ ) eft la normale ; ainfi le rayon 
ofculateur de la parabole eft égal au cube de la 
normale divifé par le quarré de la moitié du para- 
mètre. 

Pour déterminer la développée de la parabole, je 
cherche les côtés C N & N Q. Ayant tiré laligne C Q 
perpendiculaire à la tangente au point C correC- 
pondant à lordonnée L C & égale à la quantité 
que nous venons de trouver, les triangles rec- 
tangles CLP,CNQ donneront CP : CL:: CQ; 

CN= SS2^ := •^•^^•^-) . Us 

c r . a a 

mêmes triangles donnent CL : CN :: LP: NQ 

CN.LP s j^j^ -i^ aa j 

•-= —.- s= ; de-la on tire 

CL a 

les équations fuivantes/>=:«^ +NQC**) = :ç 

9+. — = — 4- ^ ;.«» ( ), OU 2ap 

a %a a 

ts:^yy+2aa(A), jrsCN— J^= — 


y 
— y za=L— — , OU aaq=^y^. Je mu|^plie 1 équa- 
tion A par ^5 & je la difpofe ainfi 2ay. (p — a) 


Mita 


(*) Oo prend la difFcrendellc en feifant varier <i*abord le 
numérateur & enfuitele dénominateur, qu'on peut faire pafics 
au numérateur en lui donnant l'expofant — 4- 

(*■) On a parlé ci-deffus de cette équation. 

(***) Car réquation %ax ^i=^j^j^ donne xssi ■ 


■«• 
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3 y^ ; donc 2. a y. {p --^ a) ^=^ ^ aaq ^ ou 


5 ûi 


ay.(p^a) = ^aq,&cy^=: ^-^X jl~—^. Sut 

ftituant cette valeur dey' dansTéquation ^ ^ ^ssj^'t 
U vient d* y == — r— , ou p — a = 

X 17*, équation à la féconde parabole cubique, que 
Ton peut conftruire de la manière fuivante. Je 
prends AM = a ( ceft le demi -paramètre da la 
parabole proppfée ) , & regardant M R comme 
iaxe des abfciiSès, je fais le quarré de chaque 
ordonnée R Q égal au cube de /^ — a ou égal au 

cube de MR divifé par le paramétre ; de -là 

on peut conclure i^ que C Q eft = ^ lorfque y = o » 
c*ett-à-dire , au fommet A de Ja parabole ; donc au 
fbmmet de la parabole le rayon ofculateur eft 
égal au demi-paramètre. 2*^. L'on peut avoir fa- 
cilement la redification de la féconde parabole 
cubique , puifque Tare M Q eft égal à la diffé- 
rence entre le rayon ofculateur ÇQ & la ligne A Mj 

donc l'arc MQ = '- — ^s maîs^y 

6= — ; doncMQ= i — ^—, u — a. 

5 .' aa\ Z7 

Remarque. La branche A F aura pour dé- 
veloppée la branche M S , & la féconde parabole 
cubique a- un point de rebroulfement M cor- 
refpondant au plus petit rayon ofculateur MA; 
& fi l'on compte les co - ordonnées depuis le 
point M, & que l'on faffe MR = /? — a = ^, 
les abfciflès ( comptées fur la ligne ^ M ) R Q =3 
^b:s=ix , le paramètre =!^, Ton aura ^^==0^:^*31 

Mi 
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léquation de la développée. Et il eft aifè de 
voir que toutes les courbes qui ont un point de 
plus grande courbure ou de plus petite courbure, 
ont une développée qui a deux branches , & que 
|e point de cette développée correfpondant au 
plus grand ou au plus petit rayon ofculateur , eft 
un point de rebrouflemeni:^ \ 

(Je que nous venons de dire fuffît pour faire 
fentir la vérité de cette propofition , dans le cas 
que le rayon ofculateur eft un minimum^ Ce que 
lîous allons dire fur la développée de Tellipfe, 
pourra faire comprendre la vérité de la propofc 
tion, lorfque le rayon ofculateur eft un maximum^ 

loy, P R O B L E M E. Trouver le rayon ofculateur 
4^ Veilipft & de C hyperbole {fig. 75 6* 74). Soit Taxe 
t= tf, le paramétre = p rabfcifle ALc=;i; ; donc 

omMtzy^-sszpxH 5&J^=K C/'^-H }f 

Différenciant , Ton trouvera la valeur de dy, & 
(différenciant encore , dans la fuppofiition de ds? 
fconftant. Ion aura la valeur àeddy. Subftituant 
ces valeurs dans la formule ci - defllis ( 103 ) 

: 3 en fe fouvenant que dss=:^y(dx^+dy^)^ 

pn trouvera R =3 

Mais en cherchant la valeur de la noripale , qu! 

(34) eft g= ^ - V :il^ , l'on a, dis-je^ cette 

normale = 

■ I iii f i • Il II I I - ■ I I. iiii II b ' ■ ^ 
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<juantité quôjefais=/w.Siron élevé cette quantité 
au cube , qu'on la divife par/?* & que Ion la multi- 
plie par 4, ou , ce qui revient au même , C on di- 
vife le cube de cette quantité par ^ p% Ton aura 

R = , ^ ; donc dans Tellipfe & Thyperbole ,' 

tP > * 

le rayon ofculateur eft 'égal au cube de la nor-^ 

male^ divifé par le quarré de la moitié du para*» 

mètre. 

Dans le cercle la normale & le demî-paramêtro 
font égaux au rayon ; donc dans le cercle le 
rayon ofculateur eft égal au rayon du cercle , & 
la développée du cercle eft un point qui n*eft autre 
chofe que le centre du cercle. 

Corollaire L II fuit de-là&du n^ 104; 
que dans toute fedion conique le rayon ofcula-» 
teur eft égal au cube de la normale cuvifé par la 
quarré du demi-paramctre. 

Corollaire IL Si onfupj^ofe ;tr=:09 Ton 

donc au fbmmet A le ravon ofculateur de Tellipfe 
& de rhyperbole fera égal au demi - paramètre , 
& parce que dans la parabole (104) Ton aR 


^ — — , &quau fommet A (fig.72)7==o. 

Ton aura R =: ' = à \ mais a eft ici le 

• aa 

<lemi-paramêtre ; donc la même chofe a lieu pour 
la parabole. 

Corollaire III. Si on fuppofe ;i: = 7 rf. 
Ton aura dans Tellipfe C fig. 73 ) R = D M =! 

^^ — ; mais en faifant le petit axe = b^Xoxk 

M 4 
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Yàn a ( voyez les feftions coniques ) ai b ii bzp^ 
ou bb ass ap &c 6 = V^ ap. Donc fi on fait a pi 
41 : : /? : DM, le point M fera un point de la dé- 
veloppée, & fera en même temps un point de re- 
brouflement. Si on développoit lellipfe entière , 
la développée ( fig, 7;* ) auroit quatre branches 
tfgale3. 

106. Fbobleme. Trouver le rayon ofculateuf 
de la cycloïde A D a (fig. j6 ). Failant lare de 
cercle D N = j. Ton aura PC = y = PN -H 
l^Jin. i+iy8cdy=:d.Jin,i + di. 

Suppofent le rayon == i , D P = :v. Ton a par la 

nature du cercle, PNs= y(2x^--xx)i donc 

d.VNr=td.fin,7=:d.y^(2X'--^XX)sai f~^ . ^ ,^ 
•^ *• \/{zx — xx) 

Mais (27) la difFérentielIe du Jinus d*un arc dont 
le rayon = i eft égal à la difterentielle de Tare, 
multipliée par le cofinus de Tare , & ici le cofinus 
RP =? I — A7 ; donc la différentielle A^ Jinus { eft 

jdonc 


I X 

( I •— Af ). rf^ àx 


( I -^ Af )• V ( *-^-^"^ ■^) \/{zX xx) 

.. f. (i — x)dx dx.\/ ( l'o^x) 

dy en ^ — 


V H ■ I . * t . I '' I l H ' 


\/ X. y/ (% — x) y/ X 

Y.Y{2x — 'JPa:), &rf^ys===*'r-77 — -^ 

X -^ x.\ {zx^xx) 

{ en fuppofant dx confiant ) s donc </ 5* 3= dx^ 
H- ^^» « -llfl, &R« CQ=« _'^'' 


X — dxdd^^ 

Cnfuppofant dx confiant , devient =;332.j/'2,C2—:v); 

wU çordçFN (voyez la Géométrie ) eft moyenne 


1 
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'proportionnelle entre le diamètre & la partie FP^ 
donc C Q = 2, F N ; mais , feloit ce qu on a dit 
ci-delïus (i3),DNeft parallèle à la tangente 
Cm, & déplus NF eft perpendiculaire à DN, 
tandis que C Q eft perpendiculaire à C m ; donc 
FN = C/2 =/2 Q; c'eft -à-dire que prenant une 
ligne C Q parallèle à la corde F N & double de cette 
corde , le point Qfera à la développée : cette courbe 
pafle par le point A , auquel le rayon ofculateujc 
^ft = o. 

Pour déterminer la développée, je remarque 
que le rayon DM correfpondant au milieu de 
lacycloïde, doit être double du diamètre du cer- 
cle générateur; donc faifaht le redangle AB ab y 
le diamètre du demi-cercle ASB fera == FD; 
&*Jparce que Cn = /z Q , les parallèles /?/, PC 
îllFont également éloignées de A^, les arcs AS, 
NF compris entre ces parallèles également éloi- 
gnées , feront éga,ux , & leurs cordés feront auflî 
égales ; donc les angles A F N , /2 A S , formés par 
la tangente AF &r ces cordes, feront-égaux ; ainfi 
AS fera parallèle à /zQ & à FN. De plus , on 
aura A/2 = SQ; mais lare DN =CN = /2Ff 
donc A/2 eft égale à lare FN ; donc Tare N F=3 
SQ\ donc lare AS eft égal à Tordonnée cor- 
refpondante SQ, propriété diftindive de la cy- 
cloïde ; & partant la courbe A Q M eft une demi* 
cycloïde. 

Corollaire. Donc I^ la longueur de la 
"^ demi-cycloïde eft double du diamètre du cercle gé- 
nérateur, & la cycloïde entière eft quadruple du 
diamètre du cercle générateur. Donc 2°, la dévelop- 
pée dé la cycloïde eft encore une cycloïde ; mais 
dans une fituation renverfée , & Ton voit que la 
développée a un point de rebrou0èxnent en M ^ de 
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qu*elle eft formée de deux demi-cycloïdes égalet 
chacune à la moitié de la cycloïde AD a C). 

107. Problème. Déterminer le rayon ofculateur.de 
Thyperhole équilatèrt rapportée à fes afymptotes. Soit fup*- 
pofôc AB=BD =za ( fig. 77), AL =je, LC=jyj 
f on aura*7 = a tf. Donc en prenant les différentielles, x dy 
»^ydxz=: oj & différenciant de nouveau en regardant à,X 

comme confiant , Fon aura idy ^=i '^^ '^ ^ - Subfti- 
tuant cette valeur dans la formule du côté CNx= -— — ,dass 
la même typothcfe , Ton trouvera C N = ' z ' u xd — ^^ 


x(d*^^dy^ ) 


idxdj 


. Mais réqi^ation x dj^ H- y dx =zo 


(*) La cycloïde étant une courbe cju*on rencontre iS^Êi 
fouvent dans TanalyCe, & dont Téquation peut fe préfenter 
fous différentes formes , nous croyons devoir parler de quel- 



en fàifant DP = jc , Tare DN fera :^ S. ^ ^..^L^xf 
& Ton aura PC =^ =:PN + NC = V (* r:v-- «r:^ ) 

i+- S. -7 — î^ — f , & en prenant les différences , ^=3 

rdx — X dx rdx ( 2r«— *). <<3r 

V C 2r. x^xx) "*" y ( zrx — xx ) *^ V (**'*-^««i 

*= -r-^ . Mais en comptant les abfciiles dtt 

centre R du cercle générateur & faifant R P = of j à cauft 
que î r — à: = F,P eft = r + a: , & que D P = r ^x^ 

l'on a /ij = -"^-X/Jr-^^) ^ Si l'on fait F P = x, Ion 
aura flfy = nil\^ 


1 
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donne- rf y •=£! JTiil ., doftc CN == uJ!l±ZL. i ^ 

puif(^e cette quantité eft négative , il faut pifendre C M du 
côté N&ppofé à la ligne dès abrdffés. Menez 4^ C & faîtes fod 

prolongement C Ë =î -^ — - j menez-lui la perpendiculaîrd 

E N qui rencontrera L C ( prolongée ) en N, le côté CN ferl 
par là déterminé. En eftet les triangles femblables ACL^ 
NCE donnent CL: CA::CE: CN^ ou j/ : y/{^xx^y)i\ 

u — ^-^- — M t. ■>' * C N ï=s ■■ ' ' r 1 , . . ^ qui eft la yaleuf 

qu'on a trouvée ci-deffuS , en n*ayant pas égard au fîgne qui 
ne fert qu'à indiquer la pofition de C N. ^ 

Maintenant tirant C Q perpendiculaire* à la courbe &NQ 
parallèle aux abfciffes , le point Q , où ces lignes fe ren- 
contreront, fera un point de la développée. Pour avoir Ici 
point P de la. développée , correfpondant au point 1) fom- 
met de la courbe, on remarquera que AD eft normale à la 

courbe i donc prenant DK =3 - — «^^^ menant KH per* 

pcndiculaire à D K & HP parallèle au± abfciflès , le poinl P 
où cette ligne rencontre le prolongement de AD, fera Id 

Joint chercUé. 11 eft évident que rD eft =i AD, 6c qud 
ID==BD. 

io5. ProbLê mé. Déterminer le rayon de la fpiralé 
logarithmique (fg* 78 ). Soit F le foyer, par la propriété 
de cette courbe (30), l'angle FDT que fait le rayon aveu 
la t^gente^ eft toujoufs conftanc. Donc en faifafat l'atc t)nt 
décrit du foyer avec le rayon j^îable D F (y] ûzr dx ^ le 
Jinus de Tangle DCm = a. Ton cojinus ==» J, fon autâ 
( à caufe du triangle reftangle D m C ) ^ l'on aura , dis-je | 


ad 


y 


Dm S3S dx : Cmsssdya aii^ dohc dxsx --j-i- (*) 
Je prends la formule du rayon R sa -7— *• i T ^^aflt 


*■ ' ■; mais le triangle redangle DGm dôiifiô (en fup» 


(*) ix eft un àtc décrit avec rayon variable , au lieu qu'on 
tfuppofé ci-dej(ru»(}0) qtie kt^yonà^V^îCà^ étoiCCcaftsui^ 


I 
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! 
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pofant le rayon =r),rfj: r :: dy : J. Ainfiix=a -- — ; 

donc p= —, ^ dp z=z — — ; donc R = — . Pour 
' r * r <». 

conftrujre R ; du point F , menez F Q perpendiculaire à 

D F jufqu'â la rencontre de la normale D Q , le point Q 

fera a la développée : car on aura a : r : : 7 : D Q = 

~, Puifque l'angle QDT cft droit, il fera égal aux 

deux angles D QF -f- QDF, qui valent un angle droit, 
parce que le triangle D F Q cil re(flangle ; donc en retran- 
chant l angle commun QDF, Ton aura DQF == FDT. 
Ainfî la ligne FQ fera toujours avec le rayon ofculateur 
un angle égal à celui que fait le fayon de la courbe avec 
fa tangente , je fais cet angle = c. Mais le rayon ofcula- 
teur Q D ett tanf^ente de la développée j donc les lignes qui 
partent du point F font avec la développée un angle confiant c ; 
donc la développée eft elle-même une fpirale logarithmique * 
égale à la développante ou à la courbe de développement ^ ^ 
Tare F Q de la développée eft é£;al au rayon DQ , quoique cette 
courbe faffc une infinité de révolutions avant d'arriver au foyer F. 

Remarque. Si Ton prend un rayon FP = FQ & que 
Ton conçoive que la fpirale logarithmique tourne fiir le point F 
jufqu'â ce que le rayon FP, après avoir décrit TanglerFQ, 
fè confonde avec F Q , on aura la pofition de là développée,. 

Il fuit de ce qu'on vient de dire , que la fpirale logarirhmiquc 
produit , en fè développant , une autre fpirale logarithmique 
îituée dans une pofition droite* 

109. Problème. Déterminer le rayon ofculateur de la 

fpirale dont V équation efidm= ^yV'^yy-^^^ l'oh 

aura d s i=i y/ {dx^ '^ dy* ) = ^^-^.Je me fers delà 
fornivile qui ne fuppofè aucune diffél-enticJle confbnte & pre- 
nant la différentielle de ^at, j*ai ddx z=z ^— -- 

^^y \f CjJ— *^3 e 1/1- 

H ;; • oubftituant ces valeurs de ds . ix , 

ddx dans la formule ci-deflîis pour les courbes dont le 
ordonnées partent d'un point , l'on a R = 
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Soit B C D M ( fig. 7p ) la courbe cherchée , qu'on mefis 
la perpendiculaire C Q à la courbe & du foyer F la li* 
gne F Q perpendiculaire à C Q ; que du point F avec le 
rayon F C , on décrive Tare Cm == ^a;. Si des angles 

•droits Q C D , F C 772 on retranche Tangle Q C 772 , l'on aarït 
92CD = FCQ; donc les triangles 772 CD, FCQ foot 
femblablesj donc CD=zds : D /72 = i/x: : FC=j : F Q- 

donc dsz=: -^ ^-^ • Mais nous avons trouvé ds = ^ 1 -^ ; 

Je Q b ' 

donc F Q == J 5 ainfi les perpendiculaires tirées du foyer F fur les 
rayons ofçulateurs, font confiantes & = J. Du point F avec le 
rayon -F Q = i , décrivez un cercle , les centres de tous les 
rayons ofçulateurs feront fîtués flir la circonféreiKe de ce cercle y 

car on aura toujours R = CQ = V (FC)* — (QF)* 
s=|/(y^ — ^^)s ^^^ pourquoi la développée de la courbe 
propofeé efl |m cercle» 

II o. Problème* Trouver le rayon ofculateur de /c 
logarithmique MD { fig. 80 ). Soit l'abfcilTe A P = ^ , 
Tordonnée PC =^, la fous- tangente de cette courbe 
étant confiance y û on la fuppofe = a , Ton aura { ^t ) 

fuppofant dx confiant , il viendra ddy = -^ — ^ == ■ '^ ^ ■■ • 
donc en fubfliraant les valwirsde dy^ Se de ddy dans la for- 
=iii- , l'on aura R=ill±:'.l_^<-!r!2li. 


mule 


4 X 4 4 y ' ^m^ ay 

Cette valeur étant négative , l'on prendra R =3 C Q du côcé 
oppofé à Taxe. La logarirhmique a un point de plus grande 
courbure, auquel répond le plus petit rayon. Pour trouver 
ce point , on cherchera le point Q , auquel la développée 
a un point de rebroufTement , en feifant la différence de 


** 


R = o ; ce. qui donnera a} = %y^ , ou jk* = -^ , A 

j = fl '|/f (*) > ^<^^c fi on prend PC = a V4- , Ton aur» 
le point C, auquel répond le plus petit rayon ofculaieurjde 


(*) Les coiamençanj pourront s'exercer i feire le calcul^ 
" Ig^ui û'efl pas diJËcilçt 


} 
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manière que la courbe Q B £èra la développée Je !a partie C N^ 
la courbe Q b étant la développée de la pâme C M. Si mr le diamé* 
ire PT=: a , on décrit un demi-cercle P m T , & ou'on prenne /r T 
B=r m F , le triangle reftangle ? mT donnera (r T) * = a a = 
( m F )^ -4- ( T m )»=!. ( F TO )%& F /n=^ V" T > donc enfup^- 
pofanc l'ordonnée P G =s F m , le point G fera k point cberclié. 

Iii< Problème^ Trouver U rayon ofcuîaicur dé 
ta tracirice (^fig, 8i ). Dans cette courbe ( donc 
nous parlerons dans le calcul intégral ) , la tan-' 
gente eft confiante ( 34 ) , je la fais = a. Par les points 
infiniment proches C & D, je mené les perpeo* 
diculaifes à la courbe CQ, DQ, qui fe rencon- 
trent eft Q ; il s'agit de déterminer C Q == IC 
Qu*on mené les tangentes CT, D /j^n prolon- 
geant cette dernière tangente elle rencontrera 
la première en A. Du point h , comme centre avec 
le rayon A /, je décris Tare tf^ qui coupe en/te 
prolongement de CT. Puifque la tangente de la 
traârice eft confiante , Ton a C T = Dr, Donc 
CT4-AD=Ar = hfp Ainfi en retranchant" de 
|)art & d'autre la quantité AT , 1 on aura C A+D A 
ts=:Tf; niais l'arc CD étant infiniment petit, Ion 
aCA-HDA==CD; doncCD = T/; Puifque 
(félon ce que nous avons dit ci-defliis), Tangle 
CQD eft = r hf, les fedeurs Q CD , /A^ font 
femblables , & Ton a C Q j A r =C T ( car ces quan- 
tités ne peuvent différer qu*infiniment peu ) :: 
CD=T/: //; donc ayant mené Q T , les trian- 
gles reâangles QCT,/ Tr ayant les côtés qui 
comprennent Fangle droit proportionnels, feront 
femblables^ & fangle C Q T fera = f T/; mais 
les angles C Q T , C T Q valent un angle droit f 
donc tTf ou CTP avec QTC valent auflî un 
angle droit ; donc l'angle QTP eftdroh, & QTeft 
perpendiculaire à l'axe B T ^donc pour dét^jrm^inéj? 
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le rayon ofculatéur CQrrefpondànt' au point C, Ton 
mènera C Q perpendiculaire &CT tangente à la 
courbe , & du point Xoù la tangente rencontre laxe^ 
une perpendiculaire à cet axe , qui rencontrera 
la normale C Q au point Q , centre du cercle 
ofculateun 

r 

Pour déterminer fa développée , je prolonge Q C 
jufqu*à la rencontre de Taxe en /tz , & je mené ïov 
donnée CP. Je fais BT(le point B répond à 
Torigine de la courbe , auquel point Ion a A B 

— "CT', ouCQ = V^C^f— .^tf).Puifqi^CQ 
cft tangente en Q de la développée A Q| T w fera une 

fous-tangente, & par conféquent=s ~ — i — (^^^ 

d ^ 

De plus les triangles femblables donnent QT s: 
T/72 :: CP : Vm :: PT : CP. Mais les triangles 
C T P, QTC étant femblables au^ triangle t T/,. 
font femblables entr*eux ; donc P T : P C : : C Q i 

CT; doncQT:T;72 :: QC:C T, ouy : ^ :î 

d<i 

I^C îî — ^ tf ) : tf 5 d*où Ton tire dp = i * 

V{qq—aa) 

équation de la courbe des cofinus hyperboliques. 
Nous en parlerons ailleurs. 

Remarque. Soit ^ une fondion quelconque 
de X &dey ^ds Télément de l'arc d^une courbe dans 
laquelle J^ =is ç dy. On fait que le rayon ofcu- 

lateur eft = j - y en fuppofant dy confiant; 

» ' ' I ■ - ■ I .111. ■ — 

(*) Cette formule devient ■^j^^enfaifantgssj' &j?s=sa::* 
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& puifque dx s=:[dy ^ le rayon ofculateur fera 

--—7— j car alors ddxt£SLd[dy(eïi fuppofant 

toujours dy confiant ) , d'où Ton peut tirer cette 
conftrudion générale pour une courbe algébrique 
ou tranfcendente quelconque. 

Soit la courbe AC (fig. 81.A) , dont on de- 
mande le rayon de courbure au point C, tifeZ 
les lignes quon voit dans la figure; c'eft -à -dire, 
après avoir mené la tangente au point C, par le 
point / où cette tangente rencontre Taxe /D , 
élevez la perpendiculaire fg jufqu à la rencontre 
de la oormale (à la courbe ) prolongée en g ; & 

Î)ârce qu'on «eft fuppofé connoître la tangente, 
bus-tangente , la normale & fous-normale de cette 
courbe , conftruifez une nouvelle courbe /n L ; de 
manière que fon ordonnée mb foit quatrième pro- 

!)ortionnelle à l'ordonnée iÇ de la première, â 
à fous-tangente fb&ck une confiante n , prifè 

arbitrairement , pour avoir b C = y : */= — '- : : 

<r 

, n dx , j , , nddx 

ni b m=^ , ce qui donne d.bm=z . 

dy ' ^ dy 

— =/ïJ{,en fuppofant dy conf- 


dy 

tant. On connoîtra donc cette nouvelle courbe & 
fes tangentes , fous - tangentes , &c. Faites fb : 
N * : : gr D • C F , je dis que C F fera le rayon 

cherché. Car par conflruâiion, CF= — —— =: 

■ ' j^'r — , à caufe des triangles femblables s^D/, 

/c b. Mais à cauf^î des triangles femblables D/C, 

C/b, 
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C/*, l'on a ' ^ '^-TT — ^— ^ — 

Nix(C/)îXn^ ^ ^. , dx.ds.ds\ti 
-— — 77:; ( bat conltruction)=s= f- — - 

( par la propriété des tangentes; car-— ==*— -(^)^ 

C/ ds ^ Cf ds .^ ds^ , 


/^ dx ^ Cb dy ^ d^dy 

divifantle numérateur & le dénominateur par /2 ^:r) 

i5= au rayon ofculateur ; donc C F eft le rayon ofeur 

lateur* 

Seit tf C la logarithmique vulgaire (f fîg* 8 1 B ),' 
L/72 fera auffiune logarithmique femblab le qui gurâ 
la même foiis - tangente , mais dans une (ituation 
tenverfée & (ur le même axe , de forte que b n fetâ 
t=ifb^ Car foit bC s=s: y^ b/zisiza, fon aura bm 

9s=i ~ — . & de même y =-- — ; aînfi les courbes 

jr \ ^ bm , 

lam, aC font les mêmes , mais placées dans iLine 
lîtuation renverfée , de manière qiie la plus grande 
ordonnée y répond à la plus petite ordonnée b m. 
De -là il fuit que le rayon ofculateur de la logarith- 
mique aCe{ià=£ gD ; ainfi IW à FC :à=&g Dé 

112* P R G B L ê M £« Déterminer la nature de là 
développée d^une demi * épicycloïde AMR ( fig* 82 y 
décrite par la révolution £un demi-cercle MCB autour 

(*) Car les triangles Semblables m ^r ^mbVi donnent Ni^î 

Im'.i hn km. ou -^ =-^# Mais ftr nssd sed^hm 
es ndxi donc &c< 

Tome UL . , , N . 
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d*un ccTcU immobiU B ÇR(^). Lorfque le demi- 
cercle générateur eft parvenu dans la pofition 
BCM, ceft à -dire, lorfque le point décrivant A 
cft arrivé en M , il eft vifible i** que tous les 
points de Tare BSC du cercle mobile fe font ap- 
pliqués yfucceflîvement fur lare CB du cercle 
immobile , & qu*ainfi ces deux arcs font égaux ; 2** 
queMC eft perpendiculaire fur la courbe , puifque 
la corde M Ceft évidemment fituéefur le rayon M/^ 
de Tare évanouiflànt /w M , décrit par le point M; ^^ 
\\ du centre Q du cercle immobile 1 on décrit l'arc EM, 
les arcs EB, MC du cercle mobile compris entre 
deux arcs concentriques , font égaux ( à caufe de 
la courbure uniforme du cercle), auflî bien que 
leurs cordes; & les triangles QBE, QMC ayant 
tous leurs côtés égaux, font égaux en tout. Donc 
les angles QBE, QCM font égaux. Soit main- 
tenant du centre p ^ où fe rencontrent deux per- 
pendiculaires à la courbe infiniment proches , dé- 
crit TarcCA, & confidérons Ei perpendiculaire 
fur EB comme un arc infiniment petit, décrit du 
point B avec la corde E B prife pour rayon ; les 
triangles redangles C A c , Eie feront égaux & 
femblables ; car C c ou R c — R C ==E e ^ où eft égal 
à 1 arc B c —rare B E , puifque les arcs B E , M C, 
compris entre des arcs concentriques font égfiux,. 
& que Tare R C eft égal à Tare MC ; & fi le point 
M fe trouvoit en /tz , Ton auroit Tare R c égal 
à Tare correfpondant M S ; donc R c = B E ^ 
& Cc=:E<; d*ailleurs A causa wc— MC==B<f 


f * ) Qfiand dn parle d'tine figure , il n*eft pas nëceffaire 
q«*elle foit entièrement décrite \ il fnfEt que la portion dé- 
dite foie &fEfai]te pour faiie comprcxuire ce dont il s'agu 


■ ~ - /. ■ •• ~ ^ ^- -- ^ .. ., , .. .... . ^ ,.^ 
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* — BE 5 puifque m e efï cénfée égale à là cordé 
du cercle dotit rextrémité c ai)puyoît fur le cer- 
cle immobile, lorfque le point décrivant étoit' 
en m ; donc oh avoit alors B^ = m c ; donc ht 
rssB^ — BE =3i«. Les triangles eiE, kCc ont 
donc leurs hypothénufes & un côté égaux dp 
part & d'autre ; ainfi le troifiéme côté k C d*un des 
triangles eft égal au troifiériie côté E i de fautrô 
triangle C). On vient de voir que les arcs Ei,kC font 
égaux 5 mais les angles mefurés par des arcs égauic- 
font en raifoii inverfe des rayons de ces angles 
[voyez ce qu'on a dît ci-deflus lOi ] (**); donc 1 angle 
Cph:EBii:BE:pC. 

Pour trouver le rapport de ces angles , je fais le* 
tayon du cercle immoDile=i , le rayon BK dû cercla 
inobile =<z. Il eft évident que langleEB^ = QB# 
^QBE=Qcm ^ QGfM r*^);donc: en me-- 
nant uC parallèle à Qc & C L parallèle été m , Ton aurat 
EB e=LGif— QC M=L C M— QC u (parce quelei 
angles IjCu yTncQ^^ dont les côtés font parallèles^ 
font égaux, & qu'en retranchant du premier d^ 
ces angles l'angle MCQ=MGi^-HQG«, il 
^efteLCM — QC/^>. Mais LGM == /7z/iMi 
donc/w^M— -QG« è= EB^y ou mplIi^ssEBë 


mimmê> 


(*) Car ces deux côtés font égaux chacun i la^ racirié it\à 

différence du quarré de Tliypothémifè & de celui de l'autre côté.» 

(**) Car fi deux arcs font égaux & que le rayon du prc- 

inier foit double de eelui de FauoÊe , k premier mesurera uor 

angle fous-double. 

(***) Car pui(que M e erf égafe à là cforde B tf , f es triangles Qf m c^ 
QBe ont tous leurs côtés égaux ^ & par confëquent' leufi^ 
angles font au^Ti é^aux. Reneâ dé m^m des triangles QC M^ 
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QCu. D'autre côté les arcs E «, c C font égaux} 
donc Tangle C Q c : €KE=2.EBeCparce que ce- 
lui-ci a (on fommet à la circonférence du cercle ; 
ainfi il n*eft que la moitié de l'angle EK< ) :: 
KE = tf : Q C = *; donc ^angle C Qc = 

-llilL;&rangleMCL eft= Cph=:EBc 
»+.QCtt=»EB^+ CQc (parce que les angles 

uCQ, CQc font alternes, internes) = 7 x 
'EB<-| — X EB^= i -^ . Mais 

b b 

ileftévidentqueC/7:BE2:EBe: il^î — ~ î-.; 

donc C z? = — -. = -^ , Maintenant fi 

ron fait QA C fig. 83 ) = Cb+2a): QB 
z==.b :: MC: C p p le point p fera. à la dévelop- 
pée [ car ( fig. 8 2 ) le point p eft le concours des 
deux perpendiculaires infiniment proches mp^f^p]. 
De la dernière proportion , en la renverfant , 
compofant & faifant Mp == R , Ton déduit R: 
MC:: 2i+a^:^-+*2fl; cette développée 
( fig* 83 ) commence au point R de la bafe au- 
quel Tare M C devient == o , ou , fi Ton veut , 
s= ^ , & elle fe termine au point N ; de forte 
que^QA: QB :: B A : BN, ouQA: AB:: 
QB: BN:: QA — AB=i QB: QB —B^ 
= QN, ou QA : QB :: QB : QN O; donc 
les lignes QN, QB, QA font en proportion 
continue. Maintenant fi du centre Q , Ton décrit 
le cercle N//B, je dis que la développée KpN fera 

(*) On doit feire attention qu'au point B, l'oa a M C =s 
PA,&Cp = BN^ • 


j>> <r '* 


Calcul différentiel» lyj 


•^ 


une demi - épicycloïde femblable à la propofée ; 
parce que les diamètres NB , AB des cercles 
mobiles font dans le rapport des rayons QN, QB 
des cercles immobiles^ mais elle eftpcfée dans une 
iîtiiation renverfée , de manière que Tune touche (a 
bafe en R & l'autre ea-N. Suppofons la ligne QD 
=:QA,/C = BN, & décrivons les cercles 
D MC, tpC 5 la droite Q D paflera par les points 
/ & C , auxquels les cercles mobile^ touchent les 
immobiles ; & faifant A B ou D C : N B ou C/ :: 
MC : C/7 , le point p fera à la développée , & de 
plus à la circonférence du cercle Cp u En effet 
l'angle D M C , appuyé fur le diamètre D C 3 eft 
droit, & les triangles DCM, Ctp ayant les 
côtés qui comprennent l'angle C proportionnels ^ 
font femblables ; donc l'angle Qp t eft droit ; mais 
cet angle eft appuyé fur le diamètre C^; donc il 
eft à la circonférence. De plus à caufe des angles 
MCD, ^C/^ égaux, l'arc DM ou fonigalCB, 
eft à l'arc />/, comme le diamètre CD au dia- 
mètre C / (car les arcs femblables font comme 
les rayons & les diamètres):: QC: Q^ :: CB: 
N t ; donc les arcs Nt , pt font égaux A donc la 
courbp N/7 R eft formée par le mouvement d'un 
point /> de la circonférence d'un cercle' C/^^, qui 
roulefurle cercle immobile Nr/;z; & partant cett^ 
courbe eft une épicycloïde. 

Corollaire. La courbe. R/?ÎN, en fe déve* 
loppant produit donc une demi-épicycloïde RM A^ 
& lare développé R p étant égal au rayon ofcula- 
teur M/7, Ton a M.p=Rp. Maisfclori ce qu'on a dit ci- 
de{rusAB:NB::MC:C/^,&QB:QN::A&î 
BN; doncC/7:C/7-i-CM=/'M=R/7:: NQ: 
Q B 4- QN ; ç'eft-à-dire , que la tangente /?C, 
comprife entre là demi*- épicycloïde NR&: le cerclf 


,J|. . , ■ ■— ^T^ 
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BR, eft à la longueur de la développée R/' , 
comme le rayon du cercle immobile de la déve-^ 
loppée , à la fômme des rayon? des deux cercles 
immobiles ; ou en ne faifant attention qu*à Tépi- 
çycloïde N R, comme le rayon du cercle immo-? 
bile à la fomme des diamètres des cercles rao? 
jt)ile fc immobile 5 car QB 4- QN = 2QN 
H-N B. Donc en faifant lare R/; = S , la tan- 
gente /» C = ri , QN= A, NB =2tf , Ion aura 
p : S :: i: 2 a-^^it. 

•Au point p , Ton a n = BN s= 2 tf , & M/» 

«=5 N A = S =• li • doncfi tf =^, 

. ' • • j ■ • ^ 

|*onaalorsS = RN=i^ = Su = 8*1 

çreft-àrdire , que la demi - épicycloïde N R eft 
p|ors égale à quatre diamètres du cercle mobile 
pu de Fijnmobile. Par la même raifon , (1 on fait 
AB =2a ic QB = ^, l'on aura la longueur S 


aelarcRA 


Itf. (Xtf-f-lj) 


b '1 

Pour <trouver Tefpace renfermé entre la demî^ 
jfpicycloïde ou la demi-roulette AMR (fig,82) 
^ |e cercle immobile BR , je remarque que 1© 
f rapeze M Ç A /?^ eft = 7 M C, ( mM+Ch) 

b 

^ voyez 1^ Gçom. )• Or C/ = ( — — ^ x MC); 


{^) ÇarMf==:Cp-hCM= — 7^7- X CM H-Cl» 

{h^Z4'^l).CïS, _jj ( 2 4-1- 2^). CM. 
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■■ '- Chi donc à caufe de CA= EJ 

b 

C ainfi qiuon la vu ci - deflus ),&deMC=:EB^ 

l'on aura le trapèze }&Chmz=, i — ^x Éi 

X E B ; donc le trapèze fera au triangle corref- 
pondant E B / ou EË c (car ces triangles ne dit» 
térent entr*eux que d*une quantité infiniment pe- 
tite par rapport à eux - mêmes ) comme 2 ^ ■+« 
3^ : h. Mais le triangle EB^ = i* Bi. Ei eft 
f élément du demi-cercle mobile , & le trapèze 
dont on vient de parler eft l'élément de Tefpace 
cpicycloïdal cherché ; donc cet efpace eft égal au 

demi - cercle mobile , multiplié par -^ 7 — ^^ 

Si a r=:b , cet efpace fera égal au demi - cercle 
mobile^ que je fais s3= g, multiplié par J $ oU 
fera =5'^^ , & l'efpace entier renfermé entre Tépi- 
cycloïde & le cercle immobile , fera =» ip ^ ou 
quintuple du cercle générateur. 

Sj on fuppofe i = 00 , c'eft - à -^ dire , fi on 
fuppofe le cercle immobile infini & le cercle mo- 
bile fini , alors la bafe de Tépicycloïdé ne diffé- 
rant qu'infiniment peu d'une ligne droite , l'épî- 
cycloïde fe change en cycloïde , qui peut être 
regardée comme une épicycloïde dont le rayon du 
cercle immobile feroit infini , & dans ce cas l'efpace 

dont nous venons de parler devient »= J—^.gzam 


5 g, l'efpace cycloïdal entier eft=ctf g ou égal aU 
triple du cercle générateur, & l'arc RN (fig. 85 ) 

X «. (i tf-f- i b) 


S, qu'on a trouvé ci-deflus = 


b 

N4. 
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devient alors cas ^..—l^ n=54tf[ car alors 2C^^+ 

2b) deviçnt = 4^ ] ; donc la cycloïde entière fera 
B= 8 tf , pu fera quadruple 4u diamètre du cercle 
générateur, * 

Si Ton fuppofe que le cercle mobile BEA 
( fig. 84 ) roule au dedans de Timmobile^ alor$ 
on doit regarder le diamètre 2 a comme négatif; 
& ayant mené la perpendiculaire Mp à la rou- 
lette R A , Ion fera QA=== t ^— 2 a (k caufe 
du diamètre 2 a négatif ) 2 Q B = ^ ; : M C ; 
C/? == /2 5 & le point/? fera à le développée; 
(loîiç /z = C/? : MC H- C/? t=Mp ==? R^ ?=S:: 


• r> n» ( z b — z a) 

l?; Zb-^ 2a^ ouS ==-— i — i-.MaisQA^ 

P B , Q N font en proportion continue ; donc b — • 


6 4- 2 tf SOI -,—.,- — ?=RN. 

on ^ vu cKleflus que /«M =:. i—^--. — , . ^ 

^queC/z;=EiCfig.82);OrE/eftrçlémentdela 
çojrde E A, fc/^Mlelçment dç l'arc cycloïdaIA/72; 

donc cet arc eft égal à ^ . ^ "^ "f ' ^ ^ , E A. Maïs 
C^n? la figure 84, à caufe de 2^ négatif, ron 

llAM:^ /'^~V^^^^ (EMeftunarcde 
ç^rele dçerit du centre Q ) j donc Tare R A =« 

'7*°^ X AB, parce qu'ici AE=AB i 

& répicydpïde emiere R AD eft double de «t 
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arc. L'élément « M C A = ^^* , "'"' x jB E x 

lE, & refpace BB^AM = -^ — ^— ^ , en 

faifant Taire du demi-cercle B E A = g^, 

Rei^arque I. L'on a pris le trapèze m CAM 
pour rélément de Tefpace BRMA, au lieu de 
prendre le quadrilatère MmcC; mais il faut remar- 
quer que le triangle C A c eft infiniment petit par 
rapport au trapèze dont nous venons de parler. 
En effet les cotés CA, ch font infiniment petits 
par rapport à CM ic th^ CA eft un infiniment 
petit du fécond ordre ; donc on peut le négliger 
devant MCcrw infiniment petit du premier ordre. 

RemarqueII. On peut conclure de ce que 
nous venons de dire , que les développées des 
épicycloïdes font aufli des épicycloïdes , & réci- 
proquement qu'une demi-épicycioïde, en fe dé- 
veloppant p produit une demi - épicycloïde , mais 
dans une fituation renverfée. On fuppofe que ce déve* 
loppement commence au milieu cfe Tépicycloïde, 


ii3.PR0BLÈMEt Trouver I4 courbe de V équation 5=3 

— V ( ce — K R ) , 5 étant un arc de courba , C une 

ligne donnée ^(fKle rayon ofculateur de la courbe. Soit A M 
un arc d'épiçycloïde t ^ le rayon ofculateur correfpondant au 
point Mc=iMpsszR (fg^ 8^ ), & fuppofons que AiC)=Ccftle 
rayon ofculateur correfpondant au point A de la courbe. Je di- 
yi/e A P en deux partiçs en 3 , de forte que Ion ait C : A 6 : : 

n^m : /2, ou AB = -^ : doncBP =.C ^ — • 

. Je fais encore ii'^mim : : -^^ =s fiBi 


PQ -3 -• DupoinçQ îCvrecles rayons QB&QA, 
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je décris Içs cercles A F, BC, & fur le diamètre AB , je 
décris le cercle AEB. Faifant mouvoir' ce dernier cercle 
fur le cercle immobile B C N , le point A , qui au commen- 
cement du mouvement eft le plus éloigné du centre Q , dé- 
crira Tare A M d'une épicycloide. Suppofons que ce cercle 
(bit parvenu en FMC, & tirons par le centre de ce cercle 
la ligneFQ = A Q; tirons encore les cordes FM tangente 
de repirycloide , & M C perpendiculaire à répicycloïde. Selon 
ce qu'on a démontré ( ni ) la tangente Cp (ng. 83 ) com- 
prffe entre le cercle immobile & répicycloïde , elt à l'arc Rp 
comme le rayon Q R du cercle immobile a la fomme des 
diamètres des cercles mobile & immobile 3 donc ( fig. 85} 

la tangente MF eftà l'arc AM=:S :: CQ=: "'" ^ 


n n '•^ mtm 


AB «4- BN::^ •+- 7- -* pi' /i-t- ro; 

ii-4~** M»*— mm 

m S 

Jpnc la corde M F eft =2 • . L'on a trouvé auffi (i i x) pour 

la figure 83 la proportion R ( c'eft le rayon ofculateur) : M C : : 
ii-Hxa:3-f-ia(ieft Iç rayon du cercle immobile , 
a celui du cercle mobile , & M C la corde du cercle mobile» 
comprifè entre le point décrivan^t du cercle mobile & le 
pointai! ce cercle touche l'immobile ) 5 donc (fig. 85) R: 

CMr: AB-mBQ: ABH-BQ::-^^^-i- ^"'"^ t 

^ ^ 11-4-W »» — mm 

1 v> If m K^ 1 sir A^ 

-f- : : m -h n : n ; donc M C =: 


» -4- m tiny—mm 


«-f-m 


; or (FC)* == (AB)* =(MF)» -h (MC)*; 


^ c* . m» 5^ . »* R* 


donc ; -T = : -r "+• : r > d'où l'on tire 

5 =s ' — . V(C*— R*) , équation qui réfout le problème. 

m 

Sim = Oaron aABr= r-=: =C; les points 

n-f- m n * 

6 & D (è confondent j, D B s'évanouit , le rayon B Q du 
cercle immobile devient = o, ce cercle devient un point Qi 
le Ton u'a alors aucune épicycloïde. Sx n 9gm , l'on a AB =} 


J 


CaLCUJ- DIFFÉRENT IE3L. ^OJ 


■ — . ■■ = — w, &B Q = * £3= 09 • Ainfi b 

t>aiè de Tépicycloïde peut alors être regardée comme une ligne 
jdroite , & Ton a une cycloïde à laquelle eanvient réquationS=; 
V(CC— RR). • 

Suppofons n^aintenant m>/i; je f^is Ap=:C (fig.$6), 

fc prenant A 3 = — 1 , BQ = —J!- , je décris 

les cercles AF/z,AEB,NCB. Suppofons que le cercle mobile , 
en rouUnc au dedans de B ÇN , eft parvenu dans la fîtuarionFMC, 
<& que l'épicyçloïde cherchée eft AM* Ayant ûïéMp=R Se les 
autres lignes que la figure répréfente , à caufe que le diamètre A B 
doit être pris négativenaenç , on ^ura MF:AM = S::QB 


""•^ :BN — AB= ^*"'"^ "^ 




m S 

fn ; wi -f- n : donc M F =s ■ . L^on aura auffi M p 

es R: CM;: BN — AB . BQ— AB ,: ■ ^""*^ . 

m* — »* 
» C m ».C fi C , 

^-. . . .. : — T-T'. — -- --. --— : : m -f- /z. : 71 ; donc 

m-\-» m* — n* m-f-* 

CW=-4r^' Mai? (FÇ)» = (AB)^ = (MC)» 
H- (MF)'} donc "*^* """" "'"■* 


(m-4-»;^ (»»■+-»)' (»•+•»)» » 

4V l'on tire auffi S t=a — V (CC — RR). 

Corollaire. Donc on peut toujours trouver une épicycloïde 

à laquelle convienne l'équation ^= — \/(CC — RR). 

114. Problème. Trouver une courbe telle que la déve^ 
loppée lui fait femllahle. Selon ce qu'on a dit ciHclefrus(iii), 
la développée d'une épicycloïde eft auflî une épicycloïde 
ièmblable , mais fituée dans une pofition renverfée , & Ton 
a vu auffi (108 ) que la développée de la fpirale logarithmi- 
que étoit une (plrale logarithmique , mais (îtuée dans une 
pofîtion droite. Si répicycloïde étoit une cycloïde , la dé- 
veloppée (èroit une courbe non-feulement femblablc j mais 
^gale. On fent bien qu'il faut que le développement fe fàffe 
comme cy-deiTus (106)^ sa commençant par le milieu de 


•* 
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la courbe , autrement cela n'auroit pas lieut Si l'angle de te 
courbe avec fon rayon étoit de 45^ dans la logarithmique 
fpirale (fie. 78 ) , alors on auroit par- tout FQ = FD , 6c 
1 arc F Q de la développée égal à Tare correfpondant F D 
de la développante (*). 

Remarque. 9 la courbe AD (fig-Sr) fe développe en 
commençant par le point A, elle produira la courbe AB ^ 
It elle k développe a commencer par le point C , elle pro- 
duira la courbe C N bien différente de la courbe A B , & la 
partie A C , en fe dévclopant , à conuuencer par le point C , 
produira C M* 

Des caujliques far rifitxîon & par refraBion. 

1 1 f. Avant d*entrer en matière , nous allon^ 

Î)ropofer un lemnie dont nous ferons ufàge dans 
a fiiite. 

Lemme. Si Fort a un nombre quelconque de quantités 
a^b^c^e^ & qu^on retranche la féconde de la pre* 
miere, la troijiéme de lajeconde^ &c. la fomme a — b 
^b — c+c "^ e de leurs différences fera = a 
— e , ou fera égale À tadifhence de la plus grande à la 
plus petite , & par conféqucnt égale à la plus grande^ 
fi la dernière eft =«3 o. 

Ce lemme eft évident , car toutes les quantités 
intermédiaires fe détruifent par la contrariété des 
fîgnes ; donc &c. 

116. Si un rayon de lumière A B , partant dU 
point A ( fig* 88 ) tombe fur une furface plane , 
pb OM fur une furface courbe QBD, & qu'il fe 
réfléchifle en C , de manière que le rayon inci- 
dent foit AB & le rayon réfléchi B C , 1 angle ABM 
feit par le rayon incident & la ligne BM perpen- 
diculaire à la furface réfléchiflante , fera appelle 

(*") Cette propriété qu'a la fpirale logarithmique & les épicy- 
cloides de produire des courbes étmblables en fe développ- 
pant, eft très-digne de remarque* 


!■ 
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angle ^ùicidenu , l'angle MAC, formé par la 
perpendiculaire MC & le rayon réfléchi BC, fera 
appelle angle de réflexion* 

C*eft un fait que l'angle de réflexion eft tou- 
jours égal à l'angle incidence ; or l'angle A B M 
eft complément de l'angle AB/?=ABQ; car 
l'angle /? B Q eft infiniment petit, & l'angle MB G 
eft complément de l'angle CBA == CBD ; donc 
les angles que forment les rayons réfléchi & inci- 
dent , avec la furface réflécniflantc , font égaux 
entr'eux.' 

Si on conçoit qu'une infinité de rayons de lu- 
mière FA, FM, &c, qui partant du point F, fe 
réfléchifl'ent après avoir rencontré la courbe ÀB 
{ fig. 8p ) , en faifant l'angle de réflexion égal a 
celui d'incidence , la courbe b Q que toucheiît 
les rayons réfléchis, ou la courbe ^ R ( fig, po) , 
que touchent les prolongemens des rayons réflé- 
chis, eft appellée caujlique par réflexion. 

Si on fait la tangente A L = A F C fig. 8p ) ; 
& qu'on développe enfuite la ligne AQ i , en 
conce\pnt un fil égal à la courbe ^ Q , plus à la li« 
gne A R = L ( rayon réfléchi correlpondant au 
point A) le point L décrira la courbe LP, telle 
que la tangente P Q de la cauftique , fera toujours 
égale à la portion A Q de la cauftique plus à la 
ligne AL. (Si A R eft une ligne droite , on pourra 
néanmoins le cônfidérer comme ayant une cour- 
bure infiniment petite, & comme une partie de 
la couîbe ^Q)* Si on conçoit les Tayons inci- 
dens infiniment proches FM, F /n & les rayons 
réfléchis correfpondans MQ, /« Q , prolongés 
jufqu'à la rencontre de la ligne LP, & que des 
points F & Q comme centres , l'on décrive les 
arcs M N , M /2 ^ on aura les triangles reftanglas 
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MNm, JAnm femb labiés & égaux; cal- puifqucf 
Tangle de réflexion eft égal à celui d'incidence , 
Ton aN /72M = Q/wB; or Q/72B s=iMmn({on 
oppofé ou fommet); donc ces deux triangles font 
femblables,& parce que d'ailleurs ils ont la même 
hypothénufe, ils font égaux; donc Nm =mn. 
Mais /2/w eft la différence de PM, & wN cellef 
de FM ; & parce que cela a ïieu eti quelque 
endroit de la courbe que foit fîtué le point M^ 
a s'enfuit que M P— LA , oii A R-f- R Q— M Qy 
fomme de toutes les différences N/72 dans la poi^ 
tion de courbe AM ( voyez le lemme ci-defTus)^ 
eft = F M — FA, fomme de toutes ht diffë- 
rences N m dans la portion de courbe AM ; donc 
l'on a l'équation AK + RQ — MQ == FM — 
FA; dotîc l'arc RQ (de ïa cauftique) eft= FM— 
FA+MQ — AR; c'ett-à-dire que l'arc KQ 
de la cauftique eft égal à la différence des rayons 
incidens de l'arc correfpondant A A^, plus la diffé- 
rence de tous les rayons réfléchis ; car on doit 
regader A R comme le rayon réfléchi correfpon^ 
dant au f oint A ; lorfque la cauftique <!;oymence 
en A 5 le tayon eft = o. Si le rayon réfléchi A R 
( fig. po ) acvoit envelopper la portion R Q de 
la cauftique pour parvenir en M Q ,- dans ce cas orf 
auroit KQ— FM— F A -h AR — MQ, parce 
qu'alors la différence des rayons réfléchis eft=:RQ 
-+- Q M — A R. En général la différence des rayons 
incidens eft égale à la différence des rayons réflé- 
chis, en joignant à l'un de ces dernî'ers la portion d^ 
la cauftique qu'il développe avant de tomber fuf 
l'autre. Si du point F (fig. 8p & pô ), Ton décrit 
l'arc Aa , il eft évident que aM fera la différence 
des rayons incidens ; & fi Ton fuppofe (fig. 91 ) 
que le point lumineux F devienne infiniment- éloir 


■Mt 
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gné , les rayons încidens feront cenfés parallèles , 
& Tare A a pourra être regardé comme une ligne 
droite perpendiculaire à ces rayons. 

Il eft vifible qu en cherchant le concours des 
rayons infinimçnt proches M Q , m Q ( fig* 8p) , on 
trouver^ le point Q de la cauftique. 

117. Problême* Etant donné un point M 
J^unt courbe A M {fig. 92 )àvcc le point lumineux F, 
trouver la longueur MQ du rayon réfléchi. On cher-- 
chera ( par quelqu'une des formules qu'on a don- 
nées ci-deflus) , le rayon M C de la développée au 
point M, & ayant pris lare infiniment petit M/tz, 
on imaginera le? rayons incidens & réfléchis que 
repréfente la figure. Des centres F & Q on dé- 
crira les arcs Mn , MN; on mènera les perpen- 
diculaires CP, C/7, CB, C^ fur les rayons inci- 
dens & réfléchis;, on fera enfuite FM == j< & 
MP=MB (parce que les angles PMC, BMC 
étant égaux , tous les points de la ligne CM font 
également diftans des lignes B M , M F ) = tf* 
Cela pofé , il fuit de ce qu'on a dit ci-deflus , que 
les triangles M /z ;n , M N 772 font égaux & queM N 
= M«; déplus, parce que les argles d'incidence 
& de réflexion font égaux, l'on a CP = BC, 
C/T=^C ,& par conféquent CP — C/7= CP — 
CS = PS = CB— C^ =B^. Mais les triangles 
F P S , F M/2 font femblables , auflî bien que les trian- 
gles Q M/2, QBg^;doncFM Cy):FPC>' — ^)2- 
MNrPS,ouC componendo & invertendo) 2.y — a :y : : 
M/2+PS = MN-^B^:M/2 = MN:: MQ + 

QB =MB =MP r^a:MQ = — ^ — , 

Si la courbe étoit convexe du côté ^q F , y 

deviendroit négatif, & Ton auroitM Q=: - 


ij^ — a 


IMH* 
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- . Si Ton fuppofe y infini , alors Ie« 
rayons incidens ( fig.pi ) font cénfés parallèles , & 
Ion a MQ = 


xy 1 


Lorfque la courbe A M C fig. piîi.) eft géomé- 
trique , Ton peut avoir géométriquement tous les 
points de fa développée j l'on peut auffi trouver, 
par le moyen de la courbe A MB ( fig* 8p ), 
une ligne droite égale à une portion quelconque RQ 
de la cauftique , qui dans ce cas eft reâifiable^ 

Si la courbe AA^C fig. po > eft convexe du 

côté du point lumineux F, MQ fera = 1 

quantité qui fera toujours pofitive ; ainfi il faudra 
la prendre du côté où fe termine le rayon de la 
développée M Q , & les rayons infiniment proches 
feront divcrgcns (*). 

Si C fig.p^ )Ia courbe eft concave du côté deF , 

la valeur de MQ = — fera pofitive- 

zy — « 

lorfque j^ fera > f , négative , fi | <Cy , & infinie. 
Ci y =: ±. Dans le premier cas les rayons réflé- 
chis font convergens ; ils font divergens dans le' 
fécond cas , & parallèles dans la troifiéme. 

Si on décrit un cercle dont le diamètre M H 
(fig. 93 ) foit la moitié du rayon. ofculateur MC, 
àcaufe des triangles rectangles femblables , MKH, 


(*) Les rayons divergens font ceux qui vont en s'écanant 
les uns des autres , & les rayons convergens font ceux qui 
vont en s'approcKaat les uns des autres* 

MPC, 


«Nii^ 


mA 
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MPC, lori aura MK =è JUp == f, domme Toà 
5a M tl =S -^5 dôftc fi le point f tombe fur le 
jpoint K 5 c eft-à-dire , C le point F tombe fur la 
cirebnférence du cercle > les rayons réfléchis fe* 
ront p^tallèies ; ils feront convergens , s*ii tombe 
hors du cercle , & divergens , s il tombe dans lé 
cerclcà . 

Si la courbe A M ( fig. 96e A) eÔ fuppofée une pâ- 
tabole ordinaire, & que le point/, d'où partent leà 
jrayons, foit le foyer de la parabole, par la propriété 
de cette courbe , les angles que fait la tangente aveô 
ie rayon ve&eut & le diamètre correfpondant ^ 
feront égaux ( comme on l*a vu dans les feâions 
Coniques ) ; donc lo rayon réâéchi M Q fera pa« 
Irallèle à Taxe A/ 

Si la courbe AM ( fig. p4 ) eft ude elïipfe , 8é 
que le point lumineux F foit un des foyers ^ le 
tayon réfléchi paflera par loutre foyer f; car 
par la propriété de cette courbe ( comme on l*a 
vu dans les fedions coniques ) , les angles que 
forme la tangente avec les lignes tirées aux foyers ^ 
font égaux; donc, &c* 

Si la courbe A M ( fig* pl" ) eft une liyperbolé 
& que le point lumineux F foit un des foyers^ îesl 
tayoQs réfléchis prolongés jjaflèront par TaUtré 
foyer/, & s'ils partent àe /, leurs prolongemens 
pafleront par F j cela fuit de ce que les angles que 
forme U tangente avec les lignes FAli //tz font 
égaux , ainfi qu*ori Ta vu dans feétions eonicjues^ 

IlS.PRdBLêME; Trouver la càuftique par réflexion 
de la parabole A M {fig» ç6 ) , enfuppofani les rayons 
incidens FM. parallèlti entreux & perpendiculaires à 
taxe A K de la parabole, Puifque les rayons font 
parallèles , on peut fuppofer ^ == 00" ^ èi l'on au£» 
Tome m 9 
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MO =» — ^-^ — = ..^ = JL , Du milieu 

%y — a % y * 

H du rayon de k développée , je mené H K per- 
pendiculaire fur M P =^ ^ j & tirant les autres 
lignes que rcpréfente la figure y Ton a ( à caufe 
des triangles femblables ) MC : MH : : M P: 
MK ;: 2 : I :: /z : I; donc MK== | =5. M Q. 
Portant donc M K fur le rayon réfléchi M B & 
faifantMQ =?= |, le point Q fera à la cauftique, 
& Ton pourra de même trouver tant de points 
:dela cauftique que Ton voudra. Au point A, le 
xayon de la développée eft égal à la moitié du 
paramétre & fitué fur Taxe ; ainfi M P = ^ de- 
vient alors = o , & la cauftique palïè par le fom- 
met A de la parabole. 

Pour trouver Téquation de la cauftique , je fiippofe 
rabfcilTe A R==p, lordonnée Q R=î, & prolongeant 
M Q jufqua l'axe e»V, je fais MV=: { , M/==jk, 
rabfcifle indéterminée A/= ;if , la fous-normale /D 

srs "^ "^ . Maintenant à caufe de Tangle /M V 

dx 

divifé en deux également par la ligne M D , Ton a 
( voyez la Géométrie ) mf: MV::/D: DV, 

ouy:^:; :^1^ : DV == -i-^; donc/^/== 

"^ ^ dx dx 

/D-l-DV=-:^l^^l^tll^. Mais fe triangle 

dx 

redangle /M V donne C/V )» = (MV)* — 

y d y mJL* 7[ d Y 

^. ^ — r- ; donc [en multipliant par ^Jtr, quar- 

d X 

rant, tranfpofant , & divifant par {+^ ] [^y^k^dy^ 
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r^^ 


Subftituatit cette valeur de \^ dans celle de /V =âi 

înenéQ,72 parallèle à l'axe , les triangles M Q/Ti^M/V 
feront femblables, & l'on aura MV i MQ:: M/i 

Wm ; ot MQ =1— r=i -Maîsie côtéCPdtt 

tayon ofculateiir , en faîfant d x confiant ^ efl =ï 

ds^ 
-^— j^ (nousavohsdefigriécé côtén*" 103 par CN)} 


donc la moitié de ce côté ^ qui eft îcî =-^ ■ ^ fef^ 


MP 

a 

*- — —^ — .5 donc^-i —±J. 3 ^ - 1$ 

--i-ddy dx^^dy"- -^-Lddy 

dx^—dy^ 

/RjdoncjK s ^^^ i: ^^^/R 

— zddj dx"- — dy^ '' 

-—f- î & partant /R=: AR— /A=±=/7-«-^x' 

dydX dydx ^ 

, & jE7 =-= :» !+• — rl^-. — , Les e:^^ 


— ddy -^ -—ddy 

preflïons de p &i de ^ peuvent fervir poiir toutes 

fortes de courbes , en employant leurs équations* 

Soit le paramètre de la parabole ±= i , Toi* 

aura y"^ i^ X , y t:=z x^ ^ dy t±=: i, X ^* 2xi 


-1 


dy^ =« ^4 ;xr\ dx^^ddyiàài^^iss, *' d :ic* ^ ^ 
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fuppofant</A? confiant. Subftituant ces valeurs àey^ 
dy> àdy^ dans les valeurs de ^ & de/?, il viendra 



Mais Ton a/> es» ^ 4- *' ^dd^ sas ^ ^ 
— = x4-aAr = 3A:5 doncjr=f^ 

Subftituant cette valeur de * dans celle de q\ 
l'on a ?» «î^- T- ?* + 1^- P]' Si on multiplie 
les termes de cette e'quatlon parle paramètre i=* 
autant qu'il eft néçeOàire pour ks rendre homa* 

gènes-, l'on aura b q* s=s — — — — - — "r 

^ . pi , équation de h caûftique. 

* Pour trouver le point S, où la caûftique rencontre 
Taxedelacourbe AM, je remarque qu'alors on a {= 

^^uj^rl Wiy=^*% formule qu'on peut 
employé? pour toutes fortes de courbes, en fubf- 
tituant les valeurs de y, ^j', </^> 

Dansla parabole ,enfubftituant les valeurs de y, 
dy ^Jy, prifes de fgn équation, & fuppofant 
le oaramctre = i , l'on trouvera x == | ; c eft - a - 
dire, que û on prend la ligne A/ égale aux trois 
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3uarts du paramètre , le rayon réfléchi correfpon- 
ant touchera la cauftique au point où elle coupo 
l'axe de la parabole. 

Pour trouver le point Q de la cauftique le plus éloî*' 
gné de Taxe ( fig. 96. A ) , je remarque que le rayoQ 
réfléchi doit être alors parallèle à Taxe; doncTangld 
/MQ eft droit; doncTangle/MA =» QM/i=» 
45^ =M « f ; donc dx-=^dy^ ceft-à-dire, que le^^ 
rayon réfléchi eft parallèle àl axe lorfque dxssn dy. 

L*équatîon de la parabole , en faifant le para- 
métre = 1, donne y* = y, ^y^y =« ^* t oa 

«n fuftituant la valeur x^ de jy , 2 * ^ ^y=5 dx ^ 
& divifant le premier membre par dy & le fécond 

^ar dx^ qui dans ce cas eft =5» dy ^ il vient 2 x^ 

=8= I , ;r* =s ^, & jc = \ ; c'eft-à-dire, que fi le 
rayon incident coupe Taxe au quart du paramê* 
tre , ou , ce qui revient au même., fi le rayon 
incident paflè par le foyer de la parabole , Id 
rayon réfléchi lera parallèle à Taxe , & touchera 
le point le plus élevé de la cauftique» 

« 

X î^. Paobiême. Trouver la cauftique fut réflexion lorfque 
les rayons incidens FM ^erjfendiculaires au diamètre A a 
vont rencontrer la demi - circonférence AD a, et un demi- 
cercle (fig. 97). Ayant tiré les rayons réfléchis MQ ^ les 
autres lignes que repréfentc la figure, parce quelle rayon 
de la développée d'un cercle eft toujours égal au rayon de ce 

cercle , Ton aura MH =s ; & fuppofant HQ per-^ 

2 


MP 


pendiculaire fur MQ, HQ fera = HK =5 — = î. Si 
le point M tombe fur le point D , l'on aura MQ = DB 


DC 


Mais la différence du rayon -incident qui répond au point 
H tf: de celui qui répond au point A, eft = PM^ & 1% 

05 
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rayon réfléchi au point A eil = o ; donc^ félon ce qu'on 2^ 
!dicci-defrus(ii6),l'arc AQeft=PM-+- MQ = 3MQ, 
18c Tare AB= ? DB, c'eft-àrdire , que Tare A B eft triple 
4u demi-rayon D B. 

Ayant décrit du centre CTarc B S , décrivez le cercle M QH 
avec le diamètre MH = CH. Puifque Tangle MQH eft 
droit , le point Q fera i la circonférence de ce cercle ; de 
plus l'angle QMH eft = CMP = HCB ( fon alterne 

H O 

interne ) j donc les arcs y H B qui mefurent ces an«» 

X 

g/es , font entr'eux comme les rayons , B C des cep» 

des HQM , B S. Mais B C eft double de ^J^i donc l'arc 

BH eft ^gal à l'arc HQ. Ainfi la courbe A B eft formée 
par la révolution d'un cercle dont le diamètre eft = BG => 

A C . . H 

!■ , de jnanîere que Tare BH du cercle immobile elr 

toujours égal à l'arc correfpondant Q H du cercle mobile ; & 
partant la courbe B A eft un arc d'épicycloïdc. 

On peut voir cette courbe eh faifant éclairer Tintérieur 
4'un vàfe demi-cylindrique par le lumière du loleil. 

i^o. Pr OB LE ME. ♦Si les rayons încidens fartent de 
l* extrémité F du diamètre F a d*un demi- cercle , comment 
déterminer la nature de la cauftique par réflexion (%. 98)? 
{5uppofant le rayon incident F M & le rayon réfléchi M Q , 
je mené ÇP perpendiculaire fur FM, Ton aura F M =J, 

fc Mf ssz a = — ( car la corde eft divifée en deux par-? 

lies égales par une pei;pendiculaire menée da centre fur la 
C:or4e , comme on l'a vu dans la Géométrie ) ; donc zy = 

4^a, AinfIMÔ= --^^— =.— ^1^ = .^ =. i-. 

Prenant donc M Q égal au tiers de F M , le point Q fera i 
Ja cauftique^, donc en prenant tfB égal au tiers du diamé-^ 
ir^Ffl, le point B fera auflî a la cauftique. 

Si l'on prend Ç b égal au tiers du rayon C M , & qu'on 
mené b i parallèle à C F , les triangles M CÎ P, M ^ z feront fèm- 
blables , & Ton aura M C : M A : : MP,,: 1^1 i. Donc M i fera les 
^nx ûtz^ de MP 01; le tiers de FM ; donc M Q = JJ i. Ç'dk 
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pourquoi fi CnrJAb comme diamètre l'on décrie un cercle, les 
angles droits Q & i feront a la circonférence de c# cercle , 
& ae plus ce cercle £êra égal au cercle du rayon C b. 

L'arc ^ B du demi - cercle BhD elT égal à Tare J Q 3it 
cercle b M ; car l'angle M Ca { externe au triangle ifocelle 
FMC) vaut les deux ap.iîles égaux MFC, FMC; dbnc 
il cft double de Tanelc FMC rrrXMQ. Il efl donc égal 



eft une épicycloïde formée par la* révolution d'un point Q 
4*un cercle mib , qui tourne fut un cercle égal B 5 D. 

îii. Problème. Soit la courbe A D {^fig. 99 ) vne 
demi'Cycloïde décrite par le mouvement du demi- cercle M Un 
fur la. ligne A B , foienî Us rayons incidens FM -parallèles 
à l'axe B D , quelle fera la caujlijue par réflexion f Seloa. 
ce qu'on a dit ci-defTus (106) , en parlant du rayon ofcu- 
lareur de la cycloïde , la ligne M H perpendiculaire â la 
courbe efl la moitié du rayon de la développée ; donc 
menant H Q perpendiculaire fur le rayon réflécni M Q , le 
point Q fera a la cauftique , & l'on aura par-tout M Q ==s 
M K ; donc au point B , l'on a M Q = D B , & la caùfti- 
que pafîe par ce point. Si du centre S du demi-cercle générateur 
1 on mené au point touchant H & au point décrivant M les 
rayons SM, SH, ileil vifible que S H fera perpendiculaire 
fur . la tangente AH , & que l'angle SMH= KMH=: 
MHS^ donc le rayon réfléchi pafTe parle centre S. Mais 
le cercle qui a pour diamètre H S pafle par le point Q , 

H O 

puifque l'angle HQS eft droit; donc les arcs H/2, — -^» 

qui mefurent l'angle HS/i, font entr'cux comme les dia- 
mètres M/z , S H àts cercles auxquels ces arcs appartiennent 

M n 

C'eft pourquoi à caufe de S H = — — , l'arc H Q cft = 

H /z = H B j ainfi la cauftique eft une cycloïde décrite pai 

la révolution entière d'un cercle H S dont le diamètre eit la 

moitié de M /z* 

111. Problème. Soit h courbe FM une fpîrale loga" 
rithmique y on demande la cauftique par réjiexion, en j'up^ 
yofajit que les rayons incidens FM partent du foyer F 
{Jig* 100 )? Selon ce qu'on a dit ci-dcfTus (108 ), fi de l'cx* 
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pémïU C du rayon ofbula^ur MC l'on mené une perpendi^ 
pilaire {ftr MF , elle rencontrera c^tte ligne au .po^nt iF ;^ 

fîopc on auraMF=5rflx=^, &MQs=: -: i- =^5 & 
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|c triangle F M Q fera ifoccllc. De plus les angles d'incidence 
^ de réflexion écanç ëgai^x & Tangle F M Q étant divifé 
^n deux également par MC» qui coupe la bafe FQ dq 
triangle M F Q en deux également & perpendiculairement , la 
ligne iF Q fera parallèle à la tangente MT , & les anglei 
alternes fie internes ^ïQF,QMS=FMT feront égaux; 
4onc les angles que font les lignes F Q avec les tangente^ 
4e la cauftique» font égaux aux angles des rayons delà Ipirale 
avec la tangente. La caudique eft donc une ipirale logarlth-f 
inique qui ne diâère de la propofçe que par la pôiitipn* Venoiui 
^uz cauâiques ^ar réfiraâionr 

l^ijt Si un rayon de lumière A B , en paflanÉ 
H*uh ipUieu H C) [fig» 88 ] dans un autre pNb 
»u lieu de fuivre fa première diredion A^ , prend 
^ Tinftant-de fon pafTage la direâion BK, eq 
s*éloignant ou en- s approchant de la ligne BN 
perpendiculaire à la furface qui fépare les deux 
milieux , ce rayon eft dit réfraké , $c Tàngle /r B K 
que fait ce rayon avec la perpendiculaire B N s'ap-. 

Î)elle angle de réfraSion Ceft une loi que iuit la 
umiere que^e finus de l'angle d'incidence ABM 
ou de fon égal nBa ( que nous appellerons auflî 
pngle d'incidence), ^ft au Cnus ^e langle nBK 
(le réfradion en raifon çonftante; de forte que 
^ai nlLen raifon confiante demi n. Par exem- 
ple , quel que fpit Tangle d'incidence , C le rayon 
0e lumière pafle de Tair dans le verre, ce rap-?. 
port eft à peuNprès ég^l à celui de 5 ; 2 & égal à 
celui de 2 : 3 9 lorfque la lumière pafle du verre 


■^" 


(^ ) Par ^'2ieu on çntend tout e(pace que la lanière tr^<9 

ycrfe, ^ * ^ 

^i' . ^ , i 
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idans Tair, Nous fuppoferons daps la fuite que c^ 
rajjport çft exad. 

Si le rayon rçfraâ:é BK rebroulloit fon che» 
min , je dis qu il prendroit la route B A par oà 
il étoit venu; car^n auroit n ; m :: nlLz AM 


^« K« =3= /wtf , en fuppofant B A «Bu; or 
on a AM =; /W4Z ; /zK : ; /w ; n ; donc MA 


^, — . K n ; donc &C, 

R 

Si une infinité de rayons BA, BM qui par« 
tent d'un point lumineux B (fig. loi ) fe réfrac- 
tent à la rencontre d'une ligne courbe A D , eu 
s'approchant ou en s'éloignant des perpendiculaires 
M C, de manière que le finus C È de langle d*în- 
cidéncè E)MC foit toujours au j^nus CG de 
Tangle de réfradion , en raifon donnée de m : iz , la 
courbe NFH que touchent les rayons rompus 
eu leurs prolongemens AH, MF (fig. 102) eft 
jappellée cau/iique par qfraclion. 

Si Ton conçoit gu^un fil AH (fig, 10 1) enve- 
loppe la cauftique HN , Textrémité A de ce fil 
décrira une courbe AK dont la cauftique fera la 
développée , & l'on aura Tare F H de la cauftique, 
plus la tangente F L égal à la ligne H A. Sup» 
pofons une autre tangente infiniment proche F ;»/ 
yn autre rayon d'incidence B m , & que des points 
F & B pris pour centres , on décrive les arcs M « , 
|VI />^ les triangles redangles IXtniy Mnm fe- 
ront femblables aux triangles MEC, M C G cha? 
cun à chacun. En çfFeç fi des angles droits E M r , 
172 M C Ton retranche Tangle /n M E , les angles 
reftans r M /w , EMC feront égaux. De même 
fi des angles droits G M tï , C M « on ôte l'an- 
gle QM,m^ les angles (eAans mMn, GMC 
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feront égaux; par confsquent tm : M/r :: CE: 
CG : : m : n. Mais /m eft la difî'érentielle de BM 
& M/2 celle de LM; donc par le lemme ci* 
deflus Cii5')BM — BA, fomme de toutes les 
difiérences tm dans la portion de courbe A M , 
eft à ML = AH —MF — FH, fomme de 
toutes les différences nm correfpondantes , com- 
me m: n 'y donc l'on a m: n : : BM — BA: 

(AH~MF~FH)= — . (BM— BA), 

m 

d'où l'on tire FH = AH — M F 4- -. B A 

m 

— -. BM. 


m 


Il y a différens cas , félon que le rayon inci- 
dent B A eft plus grand ou moindre que B M , 
& que le rayon rompu A H enveloppe ou déve- 
loppe Tare H F. Mais on prouvera toujours qud 
la différence des rayons incidens eft à la différence 
des rayons rompus , en joigpant à l'un d'eux Tare 
de la cauftique qu'il développe avant que de tom- 
ber fur l'autre , comme w : /?. Par exemple ( fig. 102) 
BA— BM: AH — MF — FH:: /w: « O J 
d'où il eft facile de tirer l'équation FH=AH-— 

MF + ~.BM— ^. BA. 

Si du point B avec le rayon B A ( fig. loi , Ton 
décrit l'arc A P , P M fera la différence des rayons 
incidens BM^BAj&file point B eft infiniment 
éloigné de l'arc A M, les lignes BA/BM fe- 
ront cenfées parallèles , l'arc P A fera cenfé une 


( * ) Ici MF développe Tare F H avant de tomber fur 
AH. 


r." 
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ligne droite perpendiculaire fur les rayons incidens 


3 


n 


. & l'on aura FH = AH — MF— -. PM. 

m 
124. Problême, Etant donne la courbe AD 
(fig» lOl ) U point lumineux B ù* le rayon incident 
B M ^ trouver fur le rayon rompu M F le point F 
où il touche la caufiique par réf radio n} Ayant trouvé 
par quelqu'une des formules ci-deffus le rayon M C 
de la développée au point M, on prendra Tare 
infiniment petit M //z ; on tirera la ligne C /n ; on 
mènera les perpendiculaires CE, C«,CG, C^fur 
les rayons incidens & rompus ; & Ton mènera aufld 
les lignes données BM(jy), ME (û), MG(A). 
& Ion décrira Tare M^ ( dx ). Cela pofé, iej 
triangles femblables MEC & MRw, MGC & 
mhUy BM/ &BQ(r donnent ME (a) : MG(*):: 

Ut(^dxy. M/2 =z J^y&cBUiy): BQouBEO 

a 

, - - I /-v • dx.(a -y-y ) 
î=(y + ^) :: M/ =5 a Jir: (^e= ^— . 

Mais par la loi de la réfraâion C e : C^ :: CE; 
C G ; : /w : /z ; donc Çdividendo ) C e — CE =Q « : 
C^ — 'CG=3S^:: m i 72, ou mi n:: Q«=3 

« i^ i : S fif =: . Déplus les 

triangles femblables F M /2 ', FS g donnent M n : 
^Sg ;; MF : F S , ou dividende M n — ? Sg 
{Bmydx — anydx^^aandx) {bdx) 


amy 


^ . ;M;?^==— ^« 


•■•■ 


(*) Car ces lignes ne différent <juc de la quantité infiniment 
petiçe QE, 


Ik. 
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WS=MG=H^: MFs=- ^^^^L , ce 

b m^ -^ an y — aan 
qui donne la conftruâion fuivante. 

Soit fait vers CM Cfig. i03)rangleE CH=:MCG, 

CL U 

& foît prife vôrs le pointB , la ligqe MT = « 

SironfaitHT:HE:î MG: MF (V), lepoint 
F fera à la cauftique par réfraftion. En effet les 
triangles femblables C G M ^ C E H donnent CG : 
CE ;: MG=^: EH; mais CG:CE::n:/n:î 

*;EH=»i^^ Donc HE —ME =:H M =3 

^'"•"'^,&hm-.mt=ht===^j:^^''^^-"'' 


n ny 

donc en fubftituant dans la proportion V les va- 
leurs analytiques des trois premiers termes, l'on 

aura (— ^ ) :^— ;; *j MF sa 

ny n 

l h m y 

' , • 

h my — a ny ^-^ aan 

Si la valeur de HT eft négative, il eft évident 
que celle de M F le fera auffi ; donc le point M 
tombera entre les points G & F, lorfque le point H 
(e trouvera entre T & E. . 

Si la courbe étoit concave du côté dix point 
lumineux B ( fig. \ox ) , y deviendroit négatif, & 

•■— h b TJiy 

Ton auroit MF 


— b my -^ any — aan 

, & la conftruâion ferolt la 


h ïtiy — a ny -^aan 

la même. Si Ton fuppofe y infini ou les rayons 
înçidens parallèles , on aura M F ;= •- — 


MM 


i«MI 
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^ . — • De plus on aura (fig* 103) M T=i5 

b m '-^ d n y 


aixtt , 


o; donc dans ce. cas on fera HM: HE:: MGî 
MF. 

Sî l'on fuppofè que A M Toit un arc de cercle cf ua 
rayon infini , ou- fi Ton fuppole que A Mfoituno 
ligne droite , alors M C fera infinie , auffi bien que 
M E=^,& M G:±=^;doncIa quantité *;n^—tf;2jdif 

paroîtra devant a an. Se Ton aura M F =:-::::: — ij 

(lefigne— -alieapourlafig- 103 &lefigne-Hpout 
la fig. 102 ); & faifant alors HT =a — 1*, la 

conftrudion fera la méme^ 

Le rapport -dix Jinus d'incidence au /inus de ré^ 
fradion. n'étant pas le même pour toutes les ma^ 
tieres diaphanes, avant de chercher la cauûique, 
on doit connoître la raifon de mt n pour la matière 
dont eft compofée la courbe dont on demande la 
cauftique* 

• Si 772 eft infinie par rapport à /z , le rayon rompu 
MF tombera fur la perpendiculaire C M ,& la 
cauftique par réfradion deviendra la développée; 
car alors on aura M F =s é , qui devient en cô 
cas := MC. 

Sî C fig- 102 ) le rayon incident B A eft per--; 
pendiculaire fur la coarbe, alors les lignes ME, 
M G deviendront égales entr*elles & au rayon M Cf 
donc alors a = ^ ; & fuppofant les ordonnées jr 

parallèles' entr elles , Ton aura M F = 

h m 


bmjf — any 


m-^a 


} 
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lay. Exemple F'* Soit la courbe A D (^fig. 104 j 

un quart de cercle dont le centre foit C & les rayons 
incidens B M ^ B A parallh entreux & perpendicu* 
laires fur DC ^ Juppofons de plus qut mz /2 : : 5 : 2 , 
Qn demande le rayon M F de la cauflique ? Tous lei 
rayons du cercle fe réuniflant au centre , le point 
C fera la développée du cercle ; donc fi on décrit 
une demi- circonfércncQ CEM dont le diamètre 
C M foit égal au rayon C D , & qu'on fafle 3 : 2 : i 
CE : CG , ou quon faffe C G == j. CE, la 
ligne indéfinie M G fera le rayon rompu , & Ton 
déterminera MF , comme il a été enfeigné ci* 
defTas.. 

Pour trouver le point H où le rayon incident 
BA (prolongé ) perpendiculaire au quart de cer- 
cle touche la cauflique , on prendra la formule 

*— — , qui. devient -rii. aasa 3 5 =. :5 AC* 

Si l'on décrit un demi-cercle DN C dont CD 
foit le diamètre, qu'oji fafle CN = y* CD, le 
point N fera à la cauflique ; car puifque le rayon 
incident B D touche la courbe en D , Ton a ME 

( fig, 103 )=a =0 ; donc M F= • '"^ 


h mj/ — a. ny -^ tf tf /i 

devient =: — ; =: ^ =ss M G ; donc , &c. 

Uarc FH (fig. 104) eft = AH ^MF — 
y P M, & la cauflique entière H N=: 3 * — DN 
— i AC = 3 * — f ^i& -- DN = f * — DN. 
Mais CN== |'CD=}^,&le triangle redangle 
C ND donne (D N )* = i^ — J b^ =: i ^% ott 

N c= i donc HN ==? — ^^ 1^ 
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Î26é Problême. Déterminer la caujîique par 
tifraSion £une fpirale logarithmique , en fuppojant 
que. les rayons incidens partent du pôle B de la 
courbe (fig. lOj* ). Il eft évident qu*ici le point E 
tombe fur le point B , & que jr = a ; donc M F 

s=3 -j ri ( cette expreflion a lieu 

b my — a ny '^ aan 

lorfquela courbe eft concave du côté de B) devient 
s=^ ; de forte que le point F tombe fur le point G- 
Ayant mené la tangente M /, & la ligne B G, 
Tangle /z G B , fupplément de l'angle B G M , fera 
s=B M^ En effet tirant la ligne /BC perpendi 
.cuîaire -fur MB ^ le demi-cercle dont le diamètre 
eft M C pa&ra par B ; donc les angles B G 72 , 
B M f ont chacun pour méfure la moitié de Tare 
B M ( * ) î donc Tangle B G /z que forme la ligne 
B G avec la tangente M G de la cauftique B N , 
eft par-tout égal à langle que forme le rayon de 
la courbe propofée avec fa tangente ; & partant la 
cauftique eft la même fpirale que la couf be B M , & 
n en diffère que par fa pofition. 

i%j,?RO'ELèfiA'£. Etant donrté la courbe A M avec /(^cauftique 

H t quonpeut trouver -par ce qu'on a dit ci-dejjus^ la ligne AH 

tangente de la caiijtique MF, un point b Jltué fur AH, 

&* les r-ayCns incideniBM étant fuppofés parallèles , trouver 

' une autre courbe V m telle quellejajje que les rayons brifés 


(*) Car le premier angle étant formé par une corde & le 

prolongement d'une autre cordé, a pour mefure la demi»* 

îbmme des arcs fou- tendus par ces deux cordes , & le fécond 

arc étant formé par une tangente & une corde, a pour mefuie 

la moitié de Tare compris eoçte fes côtés» 


•s-ï* 


■"1 
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Mm , en fi TtfraSanî de nouveau , pafcnt tOus par le 
foint b {Jig. to6). Si l'on fuppofe ^ue le rayen im re- 
broidTe fon chemin > il fùic de ccqu'on adit ci-dcfTus ( iijf 
qu'il rnifta la ligne mM; donc lï l'on coulïdere le poînifi 
commcJe point lumineux de la courbe Dm, dont on prendra 
le point D à difcr^tion fur la ligne AH, les prolongemens m F 
des rayons léftaiJtéî m M toucheront la ligne F H , qui Cèra la 
cauAiqUe commune des courbes A M , D mi Si Ton mené 11 
ligne AP perpendiculaire lûr BA, on aura BM — BA 
fc= kl/L 

. Oo prendra FM = AH— FH,& ayant mené M A pi- 
lallèle ^ 6 A, & perpendiculaire fut AP, on prendra M; 

ss —, /iM, & l'on tirera MF parallèle à hq- Maintenant 
i caufe des triangles fembkbles hqJA, FM/n, te de Mq 
== — . AM, l'on aura m', n :: AM : Mj »t Pm,' Mm=J 
— . F m. Donc le poînj; m aînû déterminé féia un point ia 
)a courbe ctèrcWe. En efiêi Ton asra FAI=:Mm-+-mP 
fcs^. Pm-+-)7iF = AH— TH; donc ( par la a" iij) 
la courbe cherchée D m ii la propiiécé dematidée. 

iï8. Pkoblème. Etant donné la courbe F H avec It 
jnini lumineux B [jig. 107 ) trouver une courbe AM , dont 
FH fcU la caujliijue par rifraSlïon. Du point B je tire B H 
tangente de la courbe F H , & je fuppofe que le point A 
foît uu point de la courbe cherchée. Je tire une auure tao:- 

gente FM à EF, & je &is F g = --, BA -h AH — 
F H. Je tite la ligne Bg, je fais m : n : ; ^m ; £«} me* 
oant ^ ffi = ; m x — .SclangneBMparaQèletBent àim, 

le point M , où cette ligne rencontre F (j , fera un point de 
urbe cherchée j car l'on aura ^ M ; B M : : j m : bm:: 


^—*«**«- "T- I M I ■ Il ni m ' i -T !• 11- 


•,émiimiUiH»ÊiltmmtiéÊU*mmÊà 
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H-PM±± ^* BA -4- AH — PH (par iypotliéfe); ddxtc 

A(BM^BA)» ~. MP=iAH-PH-rM, 

^?°i ' /^^^ ^/ q"'<>û a ^iî ci-deftîi5 ( 123 ) , la Wurbe À M- 
àinfi déente , fera la courbe cherchée, V 

Si les rayons hïcîdrns font pàrallèîeè éfetr*eiî* f fief, ioî \i 

bn prendra F ^r-= AH — FH & faifam m : n : : qmi b m\ 

1 on nîenera m b parallèle à H A , & du point f oij la ïi<^tié a b 

(Folongée s'il kfaut) rencontre la liene APperpendfcùlairtf 

«11 A, CD tirera la Hgfte PM parallèle i AH, le point At 

Od cette lig^e reacontfe .)F,/era unpoini de la courbe cher* 

ttee. En eiiet les triangles Icmblables qèm^ qPM donûen^ 

PM i qM:^ bint qmi: rhirt'y iioûC qM r±± •^, PM & 

^F=îM--f.î'M=AH — FH (parruppoliaon), oti 

i-. PM=tAH— FM— FH, 

Rem ARQUÉ. Il eft évident que la courbe AM eft Mh' 
ttntz {^o^. 107 ) félon que le point A eft plus ou moin# 
éloigné du point lumineux B, parce que la. valeur de F jf 
Change ; d'pu il fuit qie la même courbe F H peut êtrtf 
CaulHque oir réfraction d'une infinité dé courbes A M. 

^*^' P * o B L È M £• Étant dûnné tîn point îuminéuX $ 
{M* ^07 )^ trouver une câurhe A M (*) telle que tous léi 
rayons rompus B M fe rafemhlent en un point J? du Hf 
Far les principes qu'on a établis cl - defltis ( 1 2 ^ ) êri faîfane 
la ligne PM = r , BA^a, & l'excès de ÀH fîir Mg 
pu deMFfurHArri « , pour avoir A H -- f" M == j^ u'f 
ielon qus A H fera plus graniô ou plus petite que F M , l'on aura 

£•• ? — ± «*— FH ^±u, e« fuppoûôt FH«d tm 

en fîippofantque kcatirtidue fe réduîf; à un feut poini; donc? 
alors m: n : : ^ - 4. a j J'od l'on voit que U ditférence PJÎ 
du rayon incîdentlVrB & du rayon B A, eft a li différence jt*^ 
des rayons réii-aftés St correftondans M F, A Bdaris la raî* 
ion de m : /2j & à%Ai l'ôh tire Fa conftruàion ^S «jaatfeôvaàÊes.^ 

(*) Le point A eU cenIS cloâaé aullî ^ka Où* ic t>OtDf H# 
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iMit parle Detcartes vers la fin <]u fecoûd Livre de fa Géo* 
taiétrie , & aui ont fait tant de bruit parmi les Géomètres. 

Pour conuniire ces courbes ( fig. 10^;, ayant tiré la ligne BAF. 
jt lai mené fous un angle (quelconque la ligne Tr ; je prends Am a 
volonté & A n telle que Ton ait ;7z : n : : A m : A /z ; je mené m n 
& du pôiht B comme centre , avec le rayon B m , je trace un 
arc en i j prenant enfuite A r = A F , du point F , avec le 
tàyoà triy )t trace un fécond arc qui coupe le premier an 

S oint J , qui eft un point de la courbe cherchée. Uon trouvera 
e même tant d'autres points que Ton voudra , en prenant 
d'autres lignes A m & cherchant les points correfpondans. 

Si on ISppofè A m = o , Ton aura aufli A /z = o , &. le 
boint cherché tombera fiir le point A. Pour prouver que ce 
boint appartient à la courbe cherchée , je remarque que Tex- 
ces A 7» = if du rayon incident B i fur B A eft alors = o , aufll 
bien que là différence A /i du rayon A F fur F f ; or par 
conftmdiôn Km i An : : m : /i ^ ou {* : u : : m : n. 

Si Ton fait AT = A F & qu'on prenne pour le rayon 
*A\x fécond arc ( qu'on doit tracer du point F ) T n au lieu de 
C /t , le point ï appartiendra à une autre ovale qui aura la mêm« 
propriété quç la .première. 

rour la troifîéme & quatrième ovale , l'on transportera le 
j>oint F en/, de manière que le point / foit plus éloigne du 
j)oint A que le point B , & prenant -pont la troifîéme A T 
crsA/, dû point/ , avec le rayon 1/7, on décrira un arc 
qui coupera l'arc décrit du point B avec le rayon m 6 au point 
'cherche (*). 

Pour avoir la quatrième ovale , je prends A t = A /, êc 
le point / pour Je centre du fécond arc décrit du rayon t n \ 
\t point oA cet arc rencontrera le premier décrit du point B 
avec le ràyoii B m , appartiendra à la courbe. 
• RemàR'QUE I. Dans la première & quatrième de ces cour- 
bes, les rayons tn des féconds arcs font moindres que FA 
t>u/A j donc dans la première Fi==:FA; — uss b — U| 

en iaifant F A =e ^ ^ de mêftie dans la qqacriéme/iss i -— u 

w. j^ — .JL. . 20 contraire dans les Jeux autres ^ l'oti a F /, 


buii/i = h -f- B = i -f- 


(*) Il n'importe pas que ce foit leis rayons incîdens ou Içuis 
jJtolongemens qui fc réunifient^ /• — 
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Remarque II. Pour avoir rëquationde ces courbes» d'un 
point quelconque M , je tire l'ordonnée Mp (^) perpendi* 
calairement fur la ligne A p , que je fais = x ; âç je me 

fi>uviens que ~. ^ = u , d*od l'on tire ^ = — • u. Cela 

r>fé dans la première 8c la féconde ovale , j'ai B p = (Z + at; 
p s=z b -^ x'y dans la troifiéme & quatrième ovale , j'ai 
fp s=i -f-:r,/B = i — tfj mais d^ns toutes les 

ovales ,BM=aH-?=fl -+- — . Maintenant les trian* 

gles rectangles BMp, FMpou/Mp, donnent (BM)^— • 
^É|r)» = (Mp )» =(FM)» — ( Fp )S ou ÎÎ+ 1 ai^ 

d'od Ton tirera une ëquadon qui ne coiitiendra que les var 
riables x 8cy ians f , & ce fera l'équation de la courbe. 

Si le point B efl Cippofé infiniment éloigné , ou , ce qui 
iievient au même , fi les rayons inddens font parallèles , l'oa 
aura a = oo ; donc efBicant tous les termes dans iefquels ne 
fc trouve pas a , l'équaaon ^ÇH- iflf— jcx — xajc=: x 
^y deviendra i a^ — 1 4x = o , ou i {' — 2 x = o , ou 
X = ^Subftituant cette valeur de { dans l'équation ^^ sa 

— 7? X '■'■ ^ ' ■ ■■ — ^x 4- »J*, elle deviendra, en 
«91» ^^ • » — . . * 

tranlpofant,( -^ ;. flf* + — - -f- i 6 jr 4? 

Si AF, ou A/y ou b eft fuppofif infini, ic'eft-â-'dire, & let 


(*} La lumière paflant de Fair dans le verre » l'on a m : n : : 
) : 1 ; les termes qui contiennent x x Scyy^ font piofitifs , Se tlans 
ce cas l'ellipfe peut réfbudre le problème (Voyez ce que nous 
avons dit dans la première Partie Courb. aljçéb. n** 1 1). AuTefte 
fi les rayons doivent (è réunir au point F, il faut (uppofèr que 
la courbe A M , en tournant autour de fon axe A F , engendre 
on folide dans lequel fe fiiit la réfraC^ion , & que le point F eit 
^ns ce folide y. ou du moins qu'il eft le ceitre d'une furfaflè 
(phérique qui termine le foUde du côté de F. 


irt*i 
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rayons rompus doivent être parallèles , Téquation y y s=5 
1» j -I- -— — X X '^^àx ^ deviendra ^ — — 


m 


.«4- 1 J jif =: o , d'où l'on rire ? = — x* Subftituanc cette 
valeur de { dans Téquation Çf H- laj — xx — %ax s=:yy 

/» f •! • g tu W ■■■■ Il B . 2> H fit 

& tranfpolant , il vient ( ) xx. 4- x^-^zax 

m^ y y == o , équation à Thypcr b^c. Or Ç\ 1er rayons in^ 
cidens partoient de F ou de /, en fuppofant ces points à 
une dîftancc infinie , ou , ce qui revient au même , ir cer 
rayons étoient parallèles , ils & réuniroient évidemment en 
B dans le premier cas : puifque , (èlon ce qu'on a dit ci-deifiis 
( 113 ) , un rayon rompu , en rebrouflant fon cbemin, doit 
luivre la même route ^i^u il afuivie avantla réfiradion : mais dans 
le fecond cas les prolongemens des rayons réfradés le réuniflenr 
en /; donc l'hyperbole & TellipTe font des courbes propres a ré- 
foudre le problême, lorfqut les rayons incidcns font parallèles. 
• Remarque III. Comme la lumière n'eft pas homogence^ 
mais qu'elle cft compofée de fept rayons principaux, rouge, 
jaune ^ orangé ^ èleuy verd^ inaigo & violet ( ainll que l'a 
démontré M. Newton ) , qui font tels que fous le même 
angle d'incidence , leurs angles de réfra^on font un peu 
ditterens , de forte que le rouge fe refrade moins que^ verd, 
& celui-ci moins qua le violer , -il arrivera que fi le rayon verd 
parvient en F, le violet parviendra en m par exemple , & le 
rayon rouge en L , en fuppofant que ces trois rayons tombent 
en M fous le même angle d'incidence ; donc le foyer F ne fera 
pas abfolument ( mais feulement fenfiblement ) mathéniatiquei 
Nous avons iait i'application de fellipfe 8: de l'hyperbole a 
la dioptrique d'une manière plus élémentaire dans nos Inftitu- 
lions Al'athématiques. 

.'ÏJes points d^irificxion & de rebroujjiment^ 

i^o. Le point D, où une courbe de concave 
devient convexe ou réciproquement (fîg. iio& 
III ) s'appelle pvint (Tinjlexion. Si la courbe /wDiM 
C.fig. 11 lie II?), après avoir" avancé de yn enD, 
rcbroufle fon chemin vers M , le point D eft appelle 


7 
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point de nbrcujjiment. Si Ton fe rappelle ce qu*on 
a dit ci-deflîis (46) fjlr les maxima &c\ts minima , on 
comprendra aifémént*que le rapport At dy ï dx 

OU -— — eft néceflairement un minimum (fis:. 1 10) 

dx ^ ' 

m 

au point d'inflexion (ilen*eft de même de-— ^) ; 

4Z PC 

car y félon ce qu*on a dit dans Tendroit cité , les 
ély vont en diminuant dans la partie concave de- 
puis A jufqu'en D, & en augmentant depuis D 
clans la partie convexe 5 c*eft le contraire dans la 
fig. 1 1 1 ; donc dans le cas d'un point d'inflexion , 

lê rapport -- — croîtra jufquen D, & décroîtra 

d X 

enfuite ou réciproquement ; donc au point D , il 
deviendra un maximum ou un minimum , & f^ dif 

d. "y 

fcrentielle fera — — ( en fuppofant i/af confiant ) 

dx 

xs=z^9 ou = 00 ; donc auflî — ---- fera = o, ou 

d x^ 

= 00 . Ce fera la même chqfe au poirit D de re- 
brouffement ( fig. 1 12 & 113); donc pour trouver 
les points d'inflexion & de rebrouffement dans les 
courbes dont les ordonnées font parallèles ^ il 

fuffit de fuppofer ^ =0, ou = 00 , ou, ce 

d X 

qui revient au même , il fuffit de fuppofer ddy 5s=Q 
ou 00 C). 


(*) Nous ne croyons pas pour cela que ddjr foit réellfr" 
ment ;= 00 j mais cette fijppofition donne le même réfuU^t; 
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Remarque. Il eft aifé de voir qu*ayaat tiré k 
tangente mD i de fuppofantin/i =:D o & menant 
Sir Cfig. IIO) ouSixCfîg. III), les triangles 
femblables & égaux /w D « , D S i donneront S i = 
D/2;doncSr>S/=ï)/2Cfig. no), mais Sr< 
D/ï (Bg. III ): auffi les ij^ vont en diminuant de 
'A en D, & en augmentant de D en M ( fig. i lO) 
c*eft le contraire dans la fig. ni ; donc le 

rapport — — eft un maximum ou un minimum aa 

point D, comme on Ta dit cindeflus. 

131. ProbIÊME. Trouver U poim ^inflexion D 
de la courbe AN (fig. 114) dont r équation ejl a x^ 
çs^y {aa + xx). Soit AC == x ^ AB == a^ 


ax^ 


CD = y = — -; donc dy=: 

xa^xàx-^xax^ iX'^%(Lx^dx %q} xdx ^ ,_ 

- - ■ = ■■ ^ccddy 

{aa-hxxf -{aa-^xxY ^ 

%ai dx^ {aa-h-xxY'^A.a^xdx^ixdx.la^'P'Xx) 

(aa-^xxj^ 

( en fuppofant dx confiant ) = 

^ -— -T- . = O. Multipliant par 

{aa-hxxY ^ ^ 

le dénominateur & divifant par a^ dx^, il vient 
2 tf^ •— 4<ï* ** — *• 6 x^ =0 ;• divifant par a* -f-:t% 
Ton trouve 2 a* — 6x^ =0, ou ;c* = ^ a* =s 
id^&ATssj/^Cjatf); donc prenant A C moyenne ^ 


A gl f 

que. fi on falfoit -^-^ = w , comme il fera aifé de le com- 
prendre y en âifant attenûon aiuc valeurs de dd^^ dans le$ 
tzemples qa'on va donner. 




tm 


CalCUI DiFFiRENTIEL. A5I 


m 


proportionnelle entre aScjUj l'ordonnée C D 
rencontrera la courbe au point cherché, 

* 151. Probieme. Trouver le point étif^exion D 
dans une demi-cycloïde allongée A F [fig. 115). Sup^ 
pofant labafeBâ de lademi-cycloïdéordinaire=C 
& D > C , Ton aura ^ en faifanr Tare KlA^^x &C 
la demi - circonférence A M B =3 C y Ton aura , 
dfs-je, C:D=s=BF :: a::MN=x^, Mais fi l'on 
veut ' rapporter les points de la courbe à Taxe 

AB, ^.fera=rPDŒasPM-^-^î & fuppo- 

ianc PMsas f , rabfcitTe ÂP :» a 4 le rajron du 
eercle' générateur «sas r^ Ton aura du ssss jpp , nm 

a= d t. Donc dyssidc-^- ' \ j or par la nature 


ducercle4ra=s(i r. u -— tta ) * j dt^s&irdu^^ u du) >jC 

(ir«— ««)== —T- — -• Mais en lup- 

• \ y{xru — ««) * 

pofant n M parallèle a A B , le triangle xe^angle 

nlAm donneiTzM =s d x =2» \/(flfz^*-i-rfr*)j 

« , riftt — uin D 

donc tf y == -r -H — x 

•^ y(ir« — «4t} C 

V[(rdu'-^udu)*-\rdu^{%ru—uu)] ^ - ^. 

-— — ^ en uiofti- 


^(%ru — uu) 

tuant la valeur de dt\ Multipliant les termes de 
la première fraûion par C , effeftuant la multi- 
plication indiquée & réduiFant , il vient rf^=5 
Crdti-^Cudu^jy.r.i u _. i- > , 

— 7- ^ ■'* Donc en luppolant du 

C onftant , l on aura ddy a= ^^ -— ^ 

Tome m. P4 * 
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c=E=: o , OU en ocant le dénominateur & divifanc par 


faifanc le paramètre de la parabole ^=^p ^ Ton a 
y'=i'px^SfC par la nature du c^cle, r eft = 
y' (^ jir — X X ) } donc en fubftituant ces valeurs , il 

viendra i^= —7-7- r- , d*où ion tîrerf«s=i 

y {ax — xx} 

a.(a«-*«).\/(^je-**y Diffcrentiant de 

nouveau , en fuppofant dx confiant , l'on aura , en 
divifant par dx y multipliant par ^ {^;ir — x x)Sc 
ôtant la fraftion , l'on aura « dis-je j ddu=zo=: 
xap(^ax — xx^^-^japxia^-^ix). {ax-^xxy^ 
ainfî en divifant par {ax — xx)ôc tranfpofant» 
on aura la^ p x-^tap x^:=s^ àapx — 6apx*j: 
ou ta — iAr = j a — 6x ^ d'où Ton tire ^x = a 
& X =s^ a ; donc fi Ton fait A C = " , l'ordonnée 
C D tetKoatreraHk courbe au point d*inflexion. 


Dr*-4-Cr*: amu u a=s =- : s=rH • 

Dr D 

C'eft pourquoi.fi on prend une quatrième propor- 
tionnelle aux lignes I), C 8c r 8c qu'on l'ajoure au 
rayon r j Von aura TabfcilTe AC, à laquelle répond 
fordonnée C D , qui rencontre la cycloïde alion- 
gée au point d'inflexion. * 

13}. PiiOBLEME. Trouver k point {tir^xîon D \ 
dans la courbe ^A D dam les ordonnées font troijiemes^ 
proportionnelles à celles du demi-cercle A MB & de la 
parabole Am[fig. ii5). Soit le diamècre du cer- 
cle donné is^a y Tabfciffe ACs^^a:, l'ordonnée 
C M du cercle =is t , l'ordonnée C /tz de la para* 
bole==jK & l'ordonnée de la courbe propofée C D 

u ; l'on aura tiyii yiu s=^— • Mais en 


' " ' — * 
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I34» Problême, Trouver le point de rebroiiffe^ 
ment de la courbe m DM (fig, IlJ)y dont l'équation 
ejly^ z^ ax^ =: x^^ enfuppofant a =: i. Soit 
AP =*, PM =5= jKi l'on aura ^*y^ dy = 

Donc en ôtant rexpofant ^ du dlvifeur de Tex- 
pofant 3 == Y du dividende , il vient ^y = i x 

jd PÇ. ^""^, ddy::^—±dx^ a AT)""^"" V(**> 

Mais7^~l==-.if;donc^^^=/-^x -i^-xx 

V x^ ) 

dx^. La fuppofîrion de ddy = o ne donne rien 
â connoïtre; mais en fuppofant ^ Jy = 00 , Ton 
a X =2 o ; ce qui fait voir que le point cherche, 
répond à l'origine A des x, point auquel A*P = o.* 
Subftituant cette valeur àQ x dans Téqua^n de 
la courbe'. Ion auraj^î = 0, & jr=o. 

Remarque. La méthode précédente a cela 
ë'incomniode , qu'elle ne fait point diftinguer un 
point d'inflexion d*un point de rebrouflement, ni 
un point d'inflexion vifible de celui qui eft invi* 
Cble; & de plus elle pourroit induire en erreur, 
en faifant croire que tout point d une courbe trouvé, 
parla fifppofition de ddy=i O oude //</y = 00, 
çft un point de rebroufîement ou un point d'in- 
flexion; ce qui cependant n'eft pas : car en fup- 
pofant dx confiant, l'on tirera de l'équation au 
Wtz\Qyy:=3:z:^aX'-^. XX 9 Ton tirera^ dis-je, ddy^ 


■«MHp 


4 «î 

(**) Où fiappofç dx coniUn;, 
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(itfjif — xx). ^ (lax '^ xx) 

s= 00 ^ Ton aura le dénominateur = 0^ ou2ar 
*^xx =0, ou 2ax = xxy ou la == X ; ce 
qui indique feulement qu à 1 extrémité du diamètre 
la tangente eft parallèle aux ordonnées. Il ne fera 
donc pas inutile de donner une autre méthode* 

13 5*. Nous avons vuci-deffus(i03) quelamefure 
deTanglede courbure D CL (fig. 67)= j, étoit 

t= 1 'En fuppofant dx confiant» 

Ton aura q = ; == ^ . Cette 

ibrmule fuppofe que les ordonnées font per-* 

pendiculaires aux abfciflès. Si les ordonnées font 

fuppofées partir d'un point, en appellant K le rayon 

»de la développée. Ton aura (n** 103) R =; 

— ; — ; mais en 

dx^-^dxdy^-^jfdj^ddx — jr dxddy 

fuppofant que CQ eft le rayon de la développée 
au point C de la courbe A f) C fig. 118 ) rappor- 
tée au foyer F, les feôeurs femblables CQD, 
DCLdonneront CQ == R : CD :; CD : DL 

(CD)* dxds^'-^^y dy ddx — ydxddy 

R J^ d^ p 

en fubftituant les valeurs de C D = tf5 & de 

R , & faitant attention que dx^ -+- dx dy^ = 

dx. (dx^ -H dy"- ) =:dxds\ Maintenant fi Ton 

veut avoir la valeur q delangle DCL, en fuppofant 

le rayon = i , Ton feraCD =±=*</5 (*) : i ;: D L: 


( * ) L'on fuppofe la corde^ C D égale à fon arc , parce qu'un 
arc injfîniipem petit tû ccnfé égal a ià- corde. 
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DL 


dx. d j* ^ydjâdx — yd^ diy 


ds 
dx ds^ — jfdxdày 


jrds'' 

y en fuppofant^jT confiant^ 


C q eft négatif , la courbe fera convexe vers le 
/oyer ,F, ou vers fon axe , fi la courbe eft rappor- 
tée à un axe ; on doit faire attention à ces valeurs 
de q. 

Sila courbe eftdifpofée comme dans la fig. iip; 
il eft vifible que la valeur de q aura le même figno 
aux points m & M. Il en fera de même dans la 
fig. II 3 ; mais dans la fig. 120 les fignes de q feront 
diflPérens. 

Nous avons dît ci-deflus (102) que la feule para- 
bole vulgaire avoit au fommet une courbure cir- 
culaire j cependant en cherchant le rayon de cour- 
bure des paraboles quelconque ^ qu'on peut re- 
préfenter par Téquation j^'" = :»; , en fuppofant le 
paramètre =1 icm un nombre quelconque entier 
ou fraâionnaire , on trouvera par le moyen de 

d si 

la formule , en fubftituant les valeurs 

"■^dxd dy 

de dx & de ddy^ Ton trouvera, dis je, le rayon 
ofculateur R== If^"'-^')^^"^'""^"^^^ 


( mm'^m).y' 


>— » 


(mm — m)y^^ 

yssz o. Ton a R =3 ^ 


Si on fuppofe iw > 2 & 


00 s fi /7t 


(mm •--• ffz). o 


2, le numérateur devient ( 


y ( en 
négligeant i , qui dans ce cas dif^aroît, puifque 


ft— »« 
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y»-**" devient ■= o, & ' s= oo ^ 

-. Suppofant m m — m^ssna 8i divifent la 


^*"-* 


a 


firaâilon que nous venons de trouver, par — ^-- — ,& 
Êîfant = B , il vient B. "^ 


8.^*""^ en ôtant Texpofant du divifeur de celui 
isjL dividende. Si 2m ^ 1, Ton a B x o = o; 

f T 

fi 2 m :?= I , Ton a/72s=| fc^^rrèx dcvîent j'^ 
i= ;ir ou j' = :t* , qui en changeant x* en j^ & 
réciproquement, devient j^* =r, équation à la 
parabole ordinaire, en fuppofan t le paramètre ==r; 
& alors R=B=: — 7. Le figne — indique que 
Ton doit prendre le rayon ofculateur du côté op- 
pofe à Taxe des x , qui dans ce cas eft une ligne 
tangente au fommet de la parabole , en fuppofant 
que Tangle des co-ordonnées eft droit. Si 2 /tz <^i 
ou OT > 7 , en faifant 2 /» — 1= /?, Ton a R =c 

_ B B - ^ • • 

B>'"" =; == -^ ( en luppolant j^ =e=o) == 00 . 

. ^* ^ , î. 

Si /w = 2, alors le numérateur (''^ *jy *'"'"* 4- 1)* 
devient == 1 , & le dénominateur devient =5 
(^mm — m ). y^ -^^mm — /tz, à caufe de j'° = i, 
& Ton aR == 7. On ne peut pas fuppofer /n = j : 
car alors on auroit^ = jc, équation à la ligne 
«Iroite, 

De ce qu'on vient de dire , il fuit qu'au fommet 
dés paraboles , fi Ton excepte la parabole vul- 
gaire, le rayon de courbure eft=î= o ou infini C^>. 


(*) Nous {bppofoas ici que la parabole vulgaire a un para^ 
fnêcrc fîiii» 
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Mais , félon ce qu oti a dit dans la première Partie 
de ce Cours, il ny a aucun point dans une 
branche de courbe dont la courbure ne foit la 
même que la courbure au fommet d'une parabole; 
& toutes les paraboles , excepté la vulgaire , ont 
à leur fommet un pomt d Inflexion ( vifible ou 
învifible ) , ou un point de rebrouflement : ainfi 
quil eft facik de s*en convaincre, foit en les dé- 
crivant foit en fe ràppellant ce qu'on a dit dans 
la première Partie de cet Ouvrage, Donc ai 
point d'inflexion & de rebrouffement d une bran- 
che de courbe, le rayon ofculateur eft = o oa 

infini, . r> 

Pour faire mieux concevoir cela aux Commert- 

çans,foitlacourbeMp/;2(fig. i2o)qm ait un point 
d'inflexion D^ auquel le rayon ofculateur ait été 
trouvé infini, il eft évident quà proportion que 
les rayons ofculateurs MF, /zF, i/ s'approchent 
du point d'inflexion D, ils doivent approcher da 
parallélifme î & comme ils doivent toujours être 
perpendiculaires à là courbe , C Ion conçoit que 
le petit arc Di foit une ligne droite, le rayon i/ 
/fera perpendiculaire à cette droite, & fera parallèfe 
â la ligne D P , qu on fuppofe perpendiculaire à D i; 
.donc ces lignes ne peuvent le rencontrer , c'eft-à- 
dire, que les rayons ofculateurs ne peuvent de po- 
ïîtifs^ devenir négatifs , ou pafler de la partie con- 
cave MD à la partie convexe D/tz, fans deve- 
nir parallèles; de même, ils ne peuvent palTçr 
de la partie convexe mD, fans que les rayons 
ofculateurs ne foient devenus parallèles à D /;. 
Mais une ligne droite ^ D ne peut dans la rigueur 
mathéinatique être regardée comnie un arc de 
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cercle (*) , en fuppofant même le rayon ^/= oo • 
£n effet dans ce cas les perpendiculaires aux extré* 
mités D &^ de cette ligne , fe rencontreroient au 
centre du cercle , formeroient un angle ( fi petit 
qu'on voudra) , Hc les angles du triangle formé par 
les deux rayons, & la ligne D^ vaudroient plus 
de deux angles droits , ce qui ne peut être ; dt 

{>lus un tel cercle ne ferait pas rond. En fuppp- 
ânt donc D/2 l'arc & D^ la tangente , il y aura 
toujours un petit intervalle entre b^ic n^ quelque 
graAd que foit le rayon du cercle. Donc au point 
T) il n*y a aucun cercle ofculateur, en fuppo(ânt 
même le rayon du cercle = oo • Si les rayons M/, 
n/, ( fig. 121 ) vont en diminuant, en s*ap- 
prochant de D, de manière que le point P ou DP 
rencontre i/, tombe fur le point D, Tare oD/i 
ne fauroit être circulaire ; car de quel côté feroit 
Ctué fon centre? feroit-ce en /? ou«n P? Mais #11 
n*y a pas plus de raifon pour le placer en p que 
pour le placer en P ; & comme il .ne peut pas 
être de deux côtés de la tangente AD, il eft 
clair que cet arcn'eft pas circulaire (**)• Cela s'ac- 
corde avec ce qu'on a démontré dans la première 
Partie & ci-deflus (102), que la courbure au fom- 
met des paraboles , fi on excepte la vulgaire, n'étoit 
pas circulaire. Ainfi lorfqu'on trouve que le rayon 
ofculateur correfpondant à un point d'une branche 


(*) n y a des cas où Ton peut fiippofcr qu'un arc de cercle 
tl'un rayon infin^eft une ligne droite égale a fa tangente ; car 
il eft viuble qu'en fuppofani Tare D ir ntii , & fon rayon infini , 
ladifFérence entre cet arc & fa tangente D i ne peut être qu'inaf- 
Cgnable \ donc on peut y fans erreur , fuppofer ces ligues ëgala. 

(**)Si Tondit oue le centre eft fur la tangente, cela ne 
fc conçoit pas , puisqu'il faut qu'il y ait .une diftance entre le 
centre & la tangente j & s'il n'y en a pas , c'eft alors un point, 
& non un cercle. 


m t* • I ■■ 
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de courbe , eft =5 o ou infini , on doit feulement conr 
dure qu'il y a dans ce point un point d'inflexion ou 
de rebrouflfement ; mais il n'y aura ai^f un point d'in- 
flexion ou de rebrouffement , à moins que les R 
correfpondans aux points voifins du point B, 
auquel Ton a trouvé K = oouc=oo (ilya ce- 

1>endant un cas dont on parlera dans la fuite , dans 
equel le rayon ofculateur peut être infini, quoi- 
que la courbure foit circulaire ) ne foient de 
différens fignes ; car ( fig- 1^3 ) fi la courbe avoit 
«u point D un point d'inflexion invifible , c'eft- 
è-dire, qu elle devînt de concave ( vers F ) con- 
vexe , & qu elle redevînt auflîtôt concave , le point 
d^inflexion feroit invifible ; mais les R aux points 
voifins m & M.feroient de même figne. Dans les 
fig. 119 & 120 9 les R aux points m Se M étant 
dirigés de différens côtés , ont différèns fignes ; 
inais aux points m ècM voifins du point de re- 
bfouflement D, les q (fig. iip ) auront les mêmes 
fignes &difFérèns fignes aux points w & M ( fig. 120)^ 
136. Problème. Etant donnée F équation d^unc 
branche de courbe dont Us ordonnées font perpendicu^ 
laires à taxe des ahfciffis ou dont Us ordonnées par* 
tent d^un foyer ^ trouver fes points de rebrouffement & 
fes points d^infiexion ? Cherchez R par quelques- 
unes des formules qu'on a données ci-deflus, felo9 
que les ordonnées font rapportées à un axe, au 
qu'elles partent d'un foyer. Suppofez R = o & 
cnfuite =s 00 , & cherchez Xi Mais fi les ordon- 
nées partent d*un foyer , cherchez ce qui ( dans 
l'équation ) repréfente x (*) ; cherchez enfuite les 
R par rapport aux points m & M voifins du point 


m^^^i'^a'^^mm^i^mmmmmmimmmmmmmmmÊmammtmmmmmmÊÊÊmmÊmM 


{*} ÇeU $'éclaii:clra par le n^ 142. 
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trouvé D. Si leurs Cgnes font les itiêmes, il n'y 
aura au point D ni point d'inflexion Cil s" agit iTunâ 
inflexion viJibU ) ni point de rcbrouflementt Si \eâ 
figics font dffférens, il y aura un point d*in- 
flexion ou un point de rebrouflement. Pour dis- 
tinguer lequel des deux a lieu, on cherchera la va* 
leur de 1 angle défigné par ^( valeur qu'on appellera 
y pour abréger ) aux points m & M. Si les fignes 
de q font les mêmes , on aura un point de rebrouf 
fement ; maii> fi les figneide q fontdifFérens, Ton aura 
un point d'inflexion ; fi le figne de q corre/poiH 
dant à M ( fig. i ip ) efl: pofi tif , la courbe fera con^ 
cave vers le bas & convexe vers le haut ; fî le Cgnc 
de ^par rapport au point /« (fig, 122) eft négatif; 
Tare D 771 fera convexe vers le bas & concave vers 
le haut. Tout cela eft évident, en faifant atten- 
tion à ce qu on a dit ci-deflus. 

137. Problême. Trouver Us points (F inflexion 
QU de rebrouflement de la branche de courbe dant 

t équation efl y ^=: y(a^^x^) ou y^ =i a^-{^^ ^ 
car l'une & l'autre équation dé/igne la mime brartche^ 
puifquà une abfcifle il ne peut répondre qu^unfltuly ( * ). 
En différenciant , Ton a ^y^ dy^is^^x'-dx^ony^dy 

^s=:xxdx^y^dy''z=x^dx^i>Ldy^^=.^ — — (V)\ 
différenciant Téquation jr** </y é=z xxdx en fùp- 


(*) Si Ton avoh Fëquarion^* t= û4 ^ ^4 ^ l'on auroicj^ra 
± V ( û^ -4- a:* ) , & alors i chaque . abfciffe il rëpondroitdeui 
ordonnées; ainfi la courbe auroit i!eux%anches , Tune défi- 
gnée par l'équation y = -f- y^ ( û^ -4- a:* ) , Paucrc par 
r équation y z=z — \/[a^^x^)^^ï\ faudroic opérer &f cha- 
que branche en particulier. 

poûrnC 


L 
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ppfaiîjt «/jc confiant , il vient 2ydy'- -^y ddy:=aA 
:^xdx\ Scy\ddy^2xdx^^iyjy^^ô^^ 

yddy^Cixdx^ ^ ^ , en fubftituant 

là valeur de dy'- prife de l'e'quation P. En ôtant la 

fradionjon trouve^ J ddy=z2xyidx'' 2x*dx\ 

Si on fubftitue dans le fécond membre la valeur de 
^5 prife de l'équation de la courbe, l'on aura 
y^ddy = 2aixdx'- H- 2xUx\-^2x*dx'^ aa 
aai xdx\ & par conféquent ddy=: J^lfl; 
Nou5 cmployerons la formule du rayon ofculateuc 

que l'on trouve dans la même fuppofîtion /& l'pn 
aura^par les valeurs trouve'es, ds'- = dx*- -f. 

dxddy = Jifjll^. d^^^ R= =>^k!±f!); 

-^ a a^ xy 

.^xa}xdx 

Si l'on fuppofe R= o, l'on aurajr^y4 4.^. 

t= o, OUJ.* = — X», ou J. = H- ^/_ x^.' 
quantité imaginaire; aînfi l'on ne peut pas fuppofec 
R = o. Suppofant R « 00 , l'on a ala' ^/i n 
ou^y=:o,dont les faâsurs .font;r=o&y=o* 
Sobftituantla valeur de;. = dans l'équation delà 
courbe Ion ay=^.^oa^^ a. Si l'on fubftitue 
oans la même équation la valeur de y = o ;i 
vient ry-^a^^(3, xi == — «5 , oular^ — ^* 

On doit donc examifterles points qui répondeht à 


/■ 
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Al{>po^era^:l^ augmenté ou diminué d'une très-petite 
Ijuantité/, cjgjft-à-dire, on fuppofera x=:^o -±2/9 
ou X = i:/, & Ton aura ^^ = ± /' -h ^^f 
pu yî = fl^, çn négligeant /^, ceft-à-dire, que. 
le figne de^ ne changera pas par cette fuppofi-r 
*ion. Il eft évident que fi dans la valeur de R = 

Ion met a sl la, place de y^ K 


i^BM* 


1 JÎ xjr 

deviendra négatif, enfiippofant:rpofitIf (ou=/); 
«laîs R deviendra pofîtit,' en fuppofant x négatif j 
donc au point auquel x ==: o, il y aura un 
'point, d'inflexion ou un point de rebrouffement. 
•j Pour lavoix lequel des deux a lieu , examinons la 

quantité^; mais ^=a ^ devient négatif, 

fen fuppofant Jc poÇtif, & pofitif en fuppofant a; né- 
*gatif O; donc au point correfpondant à^r =^ , il 
y aura un point d'inflexion, & non un point de 
rebrouffement. 

Quant àce qui reg,ardele point auquel jr =r — a^ 
G on fubftitue — ^ ^ +/au lieu de x, l'équation 
de la courbe donne y' = ^^ — - ^î^ -+* 3«^/(.eu 

négligeant les puiflîances ultérieures "de /à caufe 

« .3 

6b/i^nîment petite )==t3/z*/, ou j^===]/^(3 a^/)} 

flonc dans ce cas Jx =■ ^ — , en ne* 

glîgeant dans le dénominatieùr le terme qui çon» 




n Qn tfapas 4gard i dx qu^cmregs^rde comme ne chatir 
geabt p3^^4e£gnje^ oa qaon r^ardç comme a^ant k iigae *K 


,-» V 


r 
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éendroit/*. Le .numérateur confervera toujours 
le même figne , quelle que foit.la valeur de y, maii 
le dénominateur deviendra pofitif ^ en fuppofant 
/négative ; donc au point qié répond à"^=== — a^ 
il y aura un point d'inflexion oti un point de 
lebrouflfement ; inàis dans ce cas on :a q a=8 

ta* d X Q ta* 

OU — — — '• 


il eft évident ^ue q fera pofitif ,en faifant/pofitivei 
& négatif, en fuppofant /négative; c'eu-à-dire, 
qu'en augmentant x d^une quantité fort petite ^ 
Ton aura pour la valeur âe q une quantité pofi- 
tîve\, tandis qû*on aura pour le point que nous 
appellerons m ^ correfpondant a x augmenté 
d'une petite quantité négative , une valeur iléga^ ' 
tive *de f i donc il y aura au point correfpondant 
à ^= — ^ , un point d'inflexion, & non un point 
ée rebrouffement. • - 

138. PROBLÈME. Trouver Ji dans la courbe difignU 
par y = <î '^^ xt il y a un point d^ inflexion ou dt 

nbroufftminu De Téquation de la courbe, je tird 

• • . 

dy ^=' '^\ X "^ . dx^d dy = \.x"^. dx^^ en 
fuppofant dx confiant ; donc ds^ s=:dx^ -^ dy* 

z=dx^. ( I 4- 1, x^T^) , & dxddy = j. ^ '^» dx^l 

dxddy . 2: jTi 

s= — f. C I •+. ^\^^' ^ Multipliant la quantité 

fous le figne \ par p. *^,&divifanthorsduCgn* 


I 
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Si Ton fuppofe cette quantité = o , Ton a«i^ 
X s= o , & fuppofant x pofitif & fi petit qu'on vou^ 



R«riM ==î:'i::i:^^i^;oria 


cft pofitive^fi X eft pofitif, & négatif, fi x eft négatif; 

donc aupointde la branche auquel :r=o, ily aur^ 

un point d'inflexion ou un point de rebrouflement. 

Pour favoir lequel des deux a lieu , je cherche 

q^ qui dans ce cas d^ient q = - ~ ^^ — ^^L^ 

-. Cette quantité eft toujours 


— 1 


négative, que x foît pofitif ou négatif & fi petit 
que Ton voudra ; donc au point correfpondant à 
AT = o , il y aura un point de rebrouflèment & 
non un point d'inflexion ; & parce que de part & 
d'autre de ce point , q eft négatif, les branches feront 
convexes vers le bas , & la pointe fera tournée," 
comme on le voit dans la fig. 122, le point D 
étant éloigné de Taxe d«s x de la quantité A D 
6= a ; Car au point A, auquel x =0', Ton zy=za. 
Si Ton fuppofe R = 00 , Ton a 5=0, ce qui 
étant abfurde , cette fupppfition ne peut avoir 

, (*) Car le cube de 9 eft 715 , dont la racine ^ :s= 17^ 
Jb cube dt ^^ çA s=i X >• s=3 x^ , dont h racine =:x. 
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lîéu. Et de même fi en fuppofant R= o Yon 
trouvoit une équation abfurde , Ton n*auroit ni ► 
point d'inflexion ni point de rebrouffement. 
, ' Par exemple , fi Ton avoit j^ =as= jv" , n étant un 
nombre entier pair & pofitif >2 , Ton auroit dy 
es:: rié jc*"». dx, ddy = [«, {n — I ).«""*] d x^ i 
dx"- -h dy^ =ds^ = dx\ (H-/2*x*— ^),& 
s-^dxddy ==[ — /ï. (/f -— l). Jc"*"*] ^AT^Î donc 

= — ^ , , , . Si 1 on fait R = o^ 

- . n.(/z-- i).x*-* * 

Ton aurai-+-/2* a;*""^s= 0,/2*. Ar*"""*=s — i, 
^x«-i_-^ j.^ ^«-1 =± v^=i , quantité ima- 
ginaire qui fait voir qu'on ne peut fuppofer R =o. 
Si on fuppofe R = 00 , Ton an. (n — i ). jc"^* 
c=o, ou:v=o, ce qui femble promettre un point 
d^inflexion ou de rebroiifftment (*). En fubftituant 
o-h/=/au lieu de ;c , le rayon R fera négatif, 
'qu*6n prenne / négative ou pofitive ; donc dans ce 
^ cas il n y a ni point d'inflexion ni point de rebroufle- 
" ment. Mais en fuppofant que n efl: un nombre impair ' 
•entîer> I ,R fera négatif, fi/ efl: pofitive, & pofi- 
tif , fi / eft négative. Il y aura donc aloirs un point 
icfinflexion ou un point de rebrouflement corrcf- 

■ 

r s I . . ( — nn'jrn)x'''*dx 

pondant a a? =o; mais ^= — — — i , 

■ = ç : — — • 

(*) Sirt = 1 , Ton aura x""** = x^ := i', & dans ce 
cas le dénominateur ne peut pas être fuppofé = 6 , & de 
plus R fera toujours négatif , quel que foit x pofiiif ou né- 
.gatif ; donc dans ce cas- la courbe a par- tout fa convexité 
"tournée vers le bas ou vers fes abfcifTes, Si on fuppofe que n 
cft = — 4 , dans ce cas au point correfpondant a x = o , 
l'on aura Rc=:o, avec un point dç rebrouflement formé par 
<leuit branches afymptotiqiies de la courbe qui ont pour tangente 
commune l'ordonnée infinie corre(pondante à ;c=o ; mais il ne 
s'agit pas ici des points des courbes confiderées dans un cfpacc 
infini. On ne fauroit fuppofer >z=3X, parce que réquatio'n^7=««\ 
feroit alors à la ligne droite. Q j 
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devient n€gatif » eo fuppofant . a: .= -h/, & pofitif , 
pn fuppofant i: = — / ; car dans ce cas /z — a eft 
un nombre impair & 2 /«— z un nombre pair 3 
4onc au point correfpondant àx =03 il y a dans 
ce cas lin point d'inricxioo. 

JLcS points fingulitrs dont nous venons de 
jjarler , ne fom pas les leuls que les Géome» 
txes confidérent dans les courbes. On peut s'oc- 
cuper encore des points qu'on appelle d^w/iexion 
invi(îbL\ Par exemple fi ( fig» 124) la courbe A/tî 
fi un point d'inflexion en m & un autre en M de 
manière qu elle ferpente en devenant en iw de coa» 
cave convexe, & en M de convexe concave vers 
Taxe AB ^ fi les. points M , o , M font fuppofés 
infiniment proches , & en ligne droite (fig. I2J), 
alors la courbe paroîtr^ par -tout ^concave , & le 
point d'inflexion en m fera invifible, les arcs iof 
pniment petits moy.^io ( fig. 124. ) tomberont 
l'un & lautre fur la ligne /niM , & au lieu de I4 
jcourbe A/woM, Ton aura la courbe Ai ^w qui 
n'aura aucun point (Pinficxion vïjiblt^ & dans la- 
quelle la petite ligne ///iM, qui ( fig» I^J ) de* 
vient /720M, pourra être regardée «omme une 
ligne droite. Lon appelle ces fortes de points 
d'inflexion invifible dts points dz jtrpmumtnt ; Se 
tputes les courbes défignées.par rcquationj'= jc", 
n étant un. nombre pair plus grand que a, auront 
un point de ferpentement correfpondant à 1 abiciflè 
jc ==o* De mcm^ la courbe de l'équation by^ =s 
^ ^ -h jc )♦ a un point de ferpentement correfpondant 
au point défi^né par ;c == — a. 

1 3p, Problème. Trouver les. points d^ferpeniement 
d^une^ courbe algébrique dont les ordonnées font par allïltt 
& perpendiculaires aux abfcijfes^ On pourra cher- 
cher les points auxquels, le rayon ofculateuic 
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R eft =a o , ou= 00 ; (î à quelqu*tit! dé Géi 
points, ainfi trpuves, il n'y a ni pôinf d'inflexio» 
ni point de rembrouflement (*), c'eft-à-dire^ 
fi les rayons R correfpondans aux points voifinê 
fitués Tun d'un côté, l'autre de l'autre des point* 
ainfi trouvés font de même figne^ l'on aura unf 
point de ferpentement pour chaque point auquel 
cela arrivera. Ainfi pour les courbes dont TéqUatioft 
eîk y =i x" y n. étant un nombre pjair pofitif > n ^ 
l'on aura un point de ferpetltement correipon-^ 
4ant au point auquel jc =s o. 

140. K JE M A R Q u E. Si on fiippofe «stA , la vafeuf 
de rabfciffe :•: correfpondante à R =3:0 , ou à R ^«06 y 
& qu'en fiibftituantA-+«/au lieu de it l'on trouve 
le rayon R imaginaire , c'eft une marque qu6 la 
brandie fe termine au pqint correfpondânt è 
X s=lfi c!eft la même chofe, fi le rayon R cor-» 
refpondant à / négative ,- eft imaginaire j c*eft-^ 
ià-dire , que la branche n'exiûe que du côt^ çor-' 
refpondant au rayon R réel , & alors il y a ùh point 
derebrouflementqui eft formé par le côncôufsdôr 
deux branches qui fe terminent au même point ,- 
Se dpnt nous parlerons bientôt,\ . 

Si Ton cherche le rayon ofculateur correfpondânt. 
au point B de la cycloïde AmB( fig. 126 ) , oa 
trouvera ce rayon = o. Mais fi le cercle généra- ^ 
leur, après avoir décrit la cycloïde AmB, con- ' 
tinue de tourner, il décrira une autre cycloïde* * 
BC^, & ainfi de fuite, & toutes <îefi cycloïdes' 
pourront fe continuer tant du côté du point A 
que du côté du point ^ | de forte qu'elles ne for- 

(*).On fuppofe que x Se y font des quantités finies ou o ; 
& il n*e(l pas qoeftioa jdd la figuxç de ki courbe à une diftatKOi 
infime* ..,.:. ...-.- - 
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meront qu'une feule & même courbe compofée 
4*une infinité cl*arcs cycloïcfaux , tels que A /» B , 
BC^, &c. Les arcs AmBy BCi, en fe joignant 
au point B , formeront évidemment un point de 
rebrouflement de la première efpéce; mais il ne 
s*agit ici que des points de rebrouflement des cour- 
bes algébriques. On peut remarquer qu'en prenant 
P M troificme proportionnelle aux ordonnées P m 
^ç la cycloïde & à la ligne Aa = a^ Ton aura 
une courbe compofée d'une infinité d arcs tels que 
NM/7, & chacun de ces arcs aura deux branches 
afymptotiques ; mais tous ces arcs appartiendront 
à une feule & même courbe. 
' En général le courbe conficérée au point auquel 
R a= o, ou R 5= oo aura dans ce point une 
courbure égale à celle du fommet d'une parabole 
différente de la parabole vulgaire, & ce fera toujours 
tin point finguÛer. Au refte Ton peut confulter ce 
que nous avons dit fur cette matière dans la pre- 
iniere Partie de cet Ouvrage. On y verra com- 
ment on détermina la multiplicité au poiift d*in- 
flexion, foit«^ifible, foit invifible [voyez Courbes 
Algébriques n"". 65 ] C). 

» » > » I 11 ^ I ■!! Il II ^ ■ 

(*) Si une certaine valeur de x on dtjr donnoic R = |, 

^ tm {ùbilkueroit cette valeur dans l'équadon de la courbe , 8c 

^ Y-oti venokfi par cette valeur àcx on trouve^ réel ou xéci- 

^ proquement, ou bieA fi ces valeurs dcx ôc de^ rendent Téqua* 

tion de la courbe = , en fuppofant tous Içs termes 

d*un fèùl côté. Suppofons que cette valeur foit = i , ^ 

cu'en faifant xz=si -♦-/ Ton trouve j imaginaire^ quelle que 

feit/ pofitive ou négative , dans ce cas on a un point conjugué 

détaché du refte de la courbe , pourvu que l'ordonnée cor- 

refpondànte si x = 1 foit réelle* C*ell ce que l'on peut voir 

d^ns la courbe dont Téquàtion eft 7* -+. x* ==: 4:^^^ _ i^ 

qui ^ un point conjugué coccefpondantàxss i de a j's î ^ OQ 

a parlé ci^dciTus {$6) de cetce courbe* 
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. • 141. Maispaffons aux points d'inflexion & de re- 
brouffement dans les courbes dont les ordon-* 
nées partent dun point. Pour cela, rappelions- 
nous que dans ces courbes Ton a ( 103 ) R dâi ^^ 

dxi-^dxdj^^-^jrdyddx—ydxddjy ^^ ^ ^35 ) 
û = dx.às^'^j^d^ddx — ydxddy -, 

■ ' — , '» « vJoniiBe 

dx défigne un petit arc décrit d*un rayon varia- 
ble j^, lequel arc eft la mefure d*un angle, fi Ton 
veut avoir Tare d[ qui foit la mefure de cet angle , 
en fuppofant que le rayon fait = i , Ion fera j^: 
dx :iii d^^ d*où Ton tire^^^j «= dx. Subfti* 
tuaftt cette valeur de dx dans R & ^ , fe rap- 
pellant que ds z=z\/^ { dy^ ^ d x"- ) ^ faifant 
attention que ddx -==. dydi-^^y dd^ z=idyd1^ 
en fuppofant d i^ confiant ; .& réduifant , il vientR=3 

idyd-^-^ y^dx^^ydiàdy * ^ 
tdydi -^ydi^ — yd^ddy . 

• Si l'on a une courbe C / ( fig. 127 ) , dans la- 
quelle on fafle lé rayon C A == ^ èft à la cir* 
conîére ntfe A P D = c , comme le rayon C i = J' eft 
àrabfcifleçirculaîreAP=^,ou^ : <:::\y: î>ou^^ 
«=: cy. Ton aura Téquation de la fpirale d'Archimede; 

Si Ton fait a =^1 ,— =«*,& ^ : i :: y} î'» 

ou j^ = b ;{", Ton aura une infinité de fpirales. Si a 
ne défignoit point l'unité & que Ton eût a!' i c":: 

y'': x""^ ou 7*"= . ;r", ou en failant 

ts=zn^ at —^ = y 9 Ton auroit y^=sitx\ Si Ton 
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fiiifoit a: l :: x: {, Ton auroît x = aii & fubftî- 
tuant c^ttc valeur de x au lieu de x dans Péquatîoq 

a' 

y ==: -5- jt'*, la courbe feroit rapportée à un 

cercle dont le rayon feroit = i. Dans Téqùation 
jr -= ^j«, ^ eft la quantité qui repréfente x , 8c 
c*eft de cette quantité qu*il-faut dans ce cas entendre 
ce que nous avons dit ( 1 36 ). 

. 14.2. Problème. Trouver les points d^inJUxion 
if de nbroujfemtnt des f pirates repréfentées par TéquO' 
tîon y =. b \^ ^ :^ étant un arc de cercle décrit d^un 
rayon^=i I. L'on aura ^y=/2^ j"~* Jjj;; & fuppo- 
(ant d[ confiant, ddy^=in.{n — l>^î"~*^{*> 
^|onc dy"- -H^^c^ = di^ («* A*î*""*-t-j'*) 

^ dC C '^. / ■; = -^^^.(/^^-f-r), 

cii fubfthuant y^' au lieu de ^* {*"; donc 
< dy^ ^ y^ di'- y=.±-y (n»-H j»)\ 

L'on a auflî a.dy'- d\ +y''di* —yd:iJJy=: 
2„i^t^r»-z^^} __ („. _ a) byi'-'' di\-+> 

^* </ {' , qui , à cajufe de ^ = *;;;", peut (ê changer 

en . — £_< („» — »). Z_i — \^ydit 

^ (n* 4- «H- 7») -Zlilll-j donc R=s 

r 

j. ( „» H- « H-1* ) «'+«-+-?» ' P''''^*' 

que de l'équation j' sas l> ;j", l'on tire — e^ — C 

• ; -, ï ■ - î ' 
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ir *. Lon a auffi q = ■ ' ; — -^ • 

Si on fuppofe que n eft un nombre pofitîf, ott 
voit que q fera toujours poCtif ; donc le? i^iralef 
comprifes dans 1 équation y = i ç " n'ont dans ce 
cas aucun point d'inflexion , n>ais elles font tou- 
jours concaves vers leur foyer. Si on fuppofe « =i , 
comme dans la fpirale d'Archîmede , Ton a R=3 

— î--^ — ^ , quantité toujours pohtive C) U 

qui ne peut être fuppofée == o, ou = 00 . 

Car dans le premier c^s on auroit { { •+• lœO^ 
f;{;=3 — I, &:f== dt y^ — i; dan^ le fécond 
cas on auroit ç = ± J^ — 2 , ç'eft-à-rdire , que j 
feroit imaginaire; donc cette fpirale ne peut avoir 
ni point d'infléxjon ni point de rebrouilement* Si 
l*on fait ;f = , ce qui indique le pôle de la fyir 

jrale d'Archimedo-, Ton a R = ^— *• =5 — ^ 

c'eft - à - dire , que la courbure au pôle de cette 
fpirale eft la même que celle d'un cercle dont le 
irayon feroit = *. 

Si on fuppofe ç infini , c'eft-à-dîre, fi Ton fup- 
pofe que la courbe ait fait une infinité de révo- 

fiitioni autour du pôle , Ton a R =« •—- = A {=« 

*— , cToù Ton tire l : 3^ : : r : R; c'eft-à-dîre: 

'qu'alors le rayon ofculateur devient infini , & 
Ja courbure de la courbe infiniment petite , & la 
même que celle d un cercle dont le rayon feroit 


(^) Le figne radical fe prend toujours ici avec le figoe •+> 
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une ligne quatrième proportionnelle à l'unité , à b 
& à £; de même dans la parabole ordinaire dbnt 

•xi 
le rayon de la courbure eft (104) = 

yl 

cas -:— , lorfquc j^ :=: 00 , la courbure eft infinî- 

a a 

incnt petite , lorfque le rayon eft infiniment grand; 
mais cependant cette courbure eft circulaire. On 
cHftingue ces fortes de points , en ce qu'en fuppo- 
(knt, foit Tabfcifle x, foit l'ordonnée^, comme 
on voudra, dans le cas de la paVabole, ou i 
dans le cas de la fpirale d'A'rchimede, augmentée 
ou diminuée d'une petite quantité ± A le rayon 
piculateûr refte infini dans les deux cas, ce qui ^ 
lï'arrive pas lorfqu'il -s'agit d'un* point d'inflexion 
ou de rebrouflement, lorfque Tabfcifle (courb« 
ou droite) & l'ordonnée font toutes les deux finies^ 
ou qu'au moins Tune des deux eft finie ou = o. 
Mais il ne s'agit pas ici des points correfpondans à 
des coordonnée^ infinies, - . 

. Si /i étant ppCtive eft plus grande ou plus pe- 
tite que I , K fera toujours = G, ou == 00 , 
lorfque j fera=o , ou lorfque y:=i {" fera =;=o (*)» 
ç eft-à-dire au pôle. Si Ton Tuppofe ç négative » ou 
^"""' iêra une quantité négative ou poGtive ; dans 
le dernier cas la fpira;le paJïe par le pôle à la ma- 
nière d'un arc continu. 

Telles font toutes les fpirales défîgnées par 
les équations y = iç^, y r=z bi"^ , y :=: *;[%' 
&c. Dans le fécond cas il y a un point de re- 
brouflement au pôle : cela arrive dans toutes les 


(*) Car fin — i =r — ot , l'on a î f "*"* = 6 ç""* != 


bas M ^ en fiippofant ^ ==: o & m un nombre poficif entier oa 
fraâionnaite. 


[ 
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fpîrales j^ = * ;f% j^ £= b^^, y 3= ^^^ &c. Si i - 
étant négatif, ç""' devient imaginaire , comme fi 
lôn avoit^ = ^jj^, ce qui donne :^^^ z= [*^^ 

C35;j; * ^^TT j en fuppofant {; négatif; dans ce 

cas R eft imagmaire à caufe de j/ — ç imaginaire , & 
les fpirales n ont aucun point correfpondant aux [ né* 

gatives^Telles font les fpirales j^=^{ iy=^b[ ==^{% 

&c. s car en fuppofant [ négatif & /2 = | , Xo^ 
aura j^ = ± i ^Z" — jJ ,, quantité imaginaire. 

Si n eft un nombre négatif, dans ce cas il peut 
y avoir un point d'inflexion. En effet Ton a alors 

q = ■ 1 , Cette quantité eft pou* . 

tive , C (/z^* 4- ;;;*)>.«,& négative , C (/2* 4- { {X /i; 
JVfais { croiflant continuellement, fi au comment 
cernent (/2* '^[[)'^n^i\y aura un point auquel 
(^nn -h {{) fera c= w. Pour que nn -^r^^ puiflè 
être plus petit que zi , il faut que n foit fradion- 
naire ; donc dans ce ca* cette partie de la fpirale qui 
répond à(/î*-|-{{X/2, fera convexe vers le pôle ^ 
le refte de la (pirale étant concave vjefs le même pôle. 
Si n eft négative , 1 équation ^ =i ^"» devient 

y 'sss ~ ^ ou ;(" =3= — . Si on fuppofe':{;= o^ , 

Ton a^ == 00. ; au contraire pour que j' devienne 
infiniment petit , il faut que [ devienne infinie j 
donc dans ce cas la fpirale^nepeut atteindre le pôle 
qu^apîès avoir .fait une infinité de révolutions (*")%, 
; 143. Parlons maintenant des points de rebirouf» 


•• 


(*) La fig. 1x8 peut dqnoer une idée des (piraîes cjuipaflènt - 
par le pôle C èa forme d'atc conûau. Si: VOa a jf se ^% 
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f^taent qui font formés par deux branches DM, 
Diw(fig. 130 & 131 ), qui quoiqu appartenantes 
à une même coyrbe, font cependant défignées par 
des équations différentes. Lorsque les branches 
iê tournent leurs convexités , elles forment un 
foint de rtbroujjcmmt JimpU ou dt la premier e efpéce; 
maïs le point dû rebrou jjtmtnt tfi dt la féconde ejpéu , 
C Tune des branches tourne fa convexité vers la 
concavité de Tautre, comnie il arrive (fig- 131 )• 
Les branches M D, /;; D font teritiinées au point D 
de rebrouffement ; donc les ordonnées qui répon- 
dent à des abfciffes, prifes en deçà, doivent être 
imaginaires. Au contraire dans ta fig, 132 les 
ordonnées correfpondantes aux x ( Kp ) , ntuéeS 

AP étant = 4-{&Ap=-^ f, Ton prendra (Zm = y 
z=b X — f * = — ^ jî fur le prolongement du rayon p C. La 
figure 12^ peut repçélenter les fpkales des équations^ =^{% 
^ = /» ^^ , &c. Si Ton fait A P = A; & /z = * , Pon aura ^* 
c=( — ^y =^^& Cm= Ci. Lafîg. 118. B peut re- 
prcfcnter celles oui n'ont aucune ordonnée correfpondante 
aux i négatives, oi on prend le radical pair avec le figne+ï * 

3a*on ait yzrzb^"^ ^ ôu^= H:* i V ?^ , ichaqae abfcîlFe AP, 
répondra deux ordonnées , i*une bofîtiv e C i , l'autre néga- 
tive Ca 5 la courbe aura au pôle C un point iîngulier dont 
il fera facile de connoître la nature , en faifant attention à 
la figure, & à la fituation des arcs qui le forment'; & les / 

branches feront cooicaves vcr^ le pôle , puirqye chaque point i 
& de la courbe fera fîtué entre le pôle C & la tangente 
correfpondante , menée par ^n autre point infiniment proche 
de i ou de 0, 

Mais dans ce cas les fpiralês ont deux branches (défi-* 
snées par deux éqqatipns clifTérentes ) qui font toutes le^ 
aeux terminées au pôle , & en ne confidérant qu'une fèulc 
branche , ces courbes font terminées au* pôle ; or dans le 

Froblcme, on nt confidere qu'une feule branche. Ci « =4, 
on aura i — i === f, & pour ce cas , en fippofant ^ né- 
jgatif, £ * "" *. fera. V'— ^S quantité imaginaire* 


^ 
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au-delà de A, feront imaginaires. Les rebroufle- 
mens fimpies fe trouveront toujours, en cherchant 
les X que donneront les R = o , ou =s: oo . Car 
il eft aifé de voir que fi la fig. 112 etoit (îtuée 
coiMjj^la fig. 132, à chaque abfciflTe AP il ré- 

{)oj||Ht une double ordonnée PM, P/7z; de 
brte^ue Téquation qui auparavant (fig, 112)' 
défignoit la dourbe mDM; de manière que y 
étoit une fondion de at, qui ne renfermoit aucun 
radical pair , en renfermera néceflfairement, lofC- 
que cette courbe étant rapportée à. Taxe DP, 
aura la fituation de la fig. 132 ou de la fig. 130. 
En effet fuppofons que Téquation de la courbe de 
la fig. 112 Ioit^'=3<?;p*=jir%en fuppofant a== i , 

l'on auraj^=KAr*; mais en changeant y enx. 
Ton a jr* = jcJ , y = -f- i/'x^ ; donc à chaque 
abfçiffe A P ou DP C fig» 130), il .répond deux 
ordonnées , Tune pofitive P M , l'autre négative P m ; 
& eh fuppofant que les DP font pofitifs , Ion 
aura lesjj^= — a: , & les j' correfpondans ilfDp 
feront j^SfPrt ï/^ -— :t*,. quantité imaginaire, 
qui fait voir que les branches de la courbe font 
terminées en D.Mais que la courbe foit fituée, 
Gommeellereft (fig. 1 12), ou comme dans la fig. 130, 
le rayon ofculateur correfpondant au point de re- 
brouflement D, fe trouvera , en fuppofant R=o, 
ou R = 00. Suppofons que b foit la valeur de jp 
trouvée par Tune de ces fuppofitions , on exami-* 
jiera fi en fubftituant b +/au lieu de a;, les R de- . 
viennent imaginaires, lorfque/eft pofitive, (ans le 
devenir lorfque/eft négative ou réciproquement, 
dans ce caç Ton eft fur d'un point de rebrou iTement. 
Suppofons que/négative rende R imaginaire dans 
U$ ceux branches <léfignées par le double Ggne ± 
du radical pair, on examinera fi çn fuppofant/* 
ppfitive^ les rayons R correfpondans aux deux 
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branches font Tun pofitîf, l'autre négatif; dans ce 
cas les rebrouflemens feront de la première efoéce. 
Mais fi les R écoicnt alors tous les deux poutifs. 
Ton auroit un rebrouflement de là féconde efpéce , 
dont les branches auroient la fituation déCigw^^ar 
la fig. 13 1 . Si les R étoient tous les deux ^^^P^fs, 
les branches feroient fituées comme dans la fi^. 133, 
Si on trouvoit le rayon R négatif pour une des 
branches, & pofitif pour Tautre, ce feroit une mar- 
^u'e que les branches s'uniroient enfemble en D 
fous la formp d\in arc continu (fig. 134). 

A regard des fpirales qui ont un point de re- 
brouflement de la première efpéce au pôle G 
Cfig. I2p), nous en avons déjà parlé fuffifamment. 
^ 144. Pkobleme, Trouver Ji la courbe de Ciquaùon 
ay^ = a:' o« ( enfaifant a '=. \) y^ =- x^ y a 
un point de rebrouffement de la première efpéce. Je 
cherche la valeur a^ y Qnx ^ & ]^^y == riz V^x^ l 

donc dy=::±\. x^''" dx^ dy"- =5 ^ . dx": x^ "* 
ss= |. xdx"-^ ddy = ±~^Jif*.Ar * ^^^ 



I. 


ds^=:dx^<:i^^^xyLdx\ (l±±f)^ 

^\dx^ (:^^^xyi—dxddy=z^:. i^. 

donc R = --^-^ = T j Vx. C4 + 9-) 

Si Ion fiippofe jc = o. Ton a R r=x o pour les 
deux branches défignées par le double nghe ±; 
fi Ton fuppofe x pofitif, R fera négatif pour la 
branche j' = 4- j/x^ , & pofitif pour la branche 
y = — j/^ x^'y donc la première a fa concavité 
tournée vers le haut, & la féconde a fa conca- 
vité tournée vers le bas. Si on fuppofe rabfcifle x 

négative , 
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négative 5 le faftetir l^x devient imaginaire ; dond 
à X négatif il ne répond aucune branche ni aucurt 
rayon ofculateun Lafig. 130 repréfeiite la courbel 
del'équation ayy= x^-y donc la courbe propoféa 
a un point de rebrouflement de la première eipéce* 
Pour avoir le rayon ofculateur au point D. 
(iîg. î3î & 133) -de rebrouflement delà féconde 
cfpéce, on cherchera par l'équation de la courba 
la valeur de j^ en a: , & cette valeur renfermera 
ïïécéffalrement un radical pair avec le double fi-» 
gne ±. La quantité renfermée fous le figne den» 
viendra = o au point D ; la valeur de R fera la. 
tnéme à ce point , & les fignes de R feront leà 
mêmes au points M , m des deux branches, en 
prenant ces points fort proches de Ù , c*eft-à-dire^ eit 
ajoutant une petite quantité / à rabfcifle correC» 
pondante au point D , pourvu que / pofitive feule- 
ment ou /négative feulement , rende P Imaginaire* 
La réfolution du problème fuivant fuifira poUf 
faire comprendre comment on peut s^ prendre? 

{)our trouver ces fortes de rebrouffeiiiens, lorfqùe 
es ordonnées font perpendiculaires aux abfcifleSi 
14.5*. Pkobleme* Trouver Ji ta courbe de tiqua* 


k 


tion y =5=2 tf -+-:i:* -t A 5 ouy^=àia -4-Jb* + '{/'x^ 
a un point de rebroujfcment de la féconde e/pice* J& 
cherche le rayon oiculateur des deux branches dg 

cette courbe* J*ai d'abord dyt=:2xdx db 1 ^* J:^^ 
ddy 8= 2dx'' ±:^^x^ d,x^ ( eii fuppofant dM 
confiant ) , & i^*i= (4 x'-±: i ô *^ 4- t *0 » «^on* 

TomttlL % 
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mm 


ds^ (t-f'4^^ ± TQx^ -f- ^ y>)^ 


Les figncs fupérieurs appartiennent à la branche 
fapérieure de la courbe & les inférieurs à la bran- 
che inférieure. Maintenant fi la courbe a un point 
de rebrouflèment de la féconde efpéce, il doit être 
fitué au point auquel Ton a-f-Kx^sse — V^x^ , 
ou auquel a: = o. Or à ce point Ton a R = r!î 
pour les deux branches; donc chacune de cesbran- 
cîhes a dans ce point Une courbure égale à celle d*un 
cercle dont le rayon feroit = \. Le figne — in- 
dique que les branches tournent leur conca- 
vité vers le haut. Si on fuppofe *:=—'/, la quan- 
tité ;c^ == V^jc', devient = K^ — /S quantité 

imaginaire ; de même x^ devient imaginaire , 8c 
il eft aifé de voir que le rayon R correfpondant 
cft alors imaginaire. Si Ton fuppofe jc = -+-/, 
/étant uiie quantité fort petite, le numérateur 
fera poCtif pour les deux branches , le dénomina- 
teur étant négatif. Il le fera aufli pour la branche 

inférieure, tant que — 2 -+- ^. ;tr^ fera négatif. 


ou- tant que ij x^ fera < 8 , ou a: ^<i7, ou x 
(y- y =~~; donc la courbe propofée a un point 

de rebrouffement de la féconde efpéce. 

La fig. 155 repréfente la courbe propofée ; mais 
on doit faire AD = tf. Il peut arriver que les 
branches D M, D /72 d'une courbe qui a un point 
de rebrouflèment de la féconde efpéce , ayent auffi 
qxielque point fingulier que Ton trouvera pour cha- 
cune de ces branches par Ja méthode ci-deflus. Ea 
général quelle que foit la grandeur du rayon ofcu- 
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tatetit cor f efpondant au point D , en chetchûtit R 

J)our les points m & M fort proches de D , & dont 
*urt appartient à une branche y & l*autre à l'autre 
btancne de la courbe ^ on trouvera fkcilemedt dd 
quel côté ces branches tournent leur convexité dC 
refpéce du point de rebroufiètiKent 

St au lieu de Téquation y ssss a '+> x^ ^ )/x$ 
Ton avoit e\iy=» a^+^Cx-^^cy Hh V^(x ^^c)^^ 
en faîfant jc -— c = {, Ton auroit eu j' = ^ -+-{* 
rfc V^ îS & parce qu^au point cherché la quantité 
qui eft fous le figne tt \^i} doit être == o , od 
auroit x "^ c ^=^0^ x = c ; & il efi aiÊ de voit 
qu'on ne peut fuppofer;Kr<i:, autrement |/'(x— *tf)< 
(eroit imaginaire. L'on .trouveroit de même qud 
la courbe a un point de rebrouifemetit; de la fe* 
conde forte au point déCgné par 7^=s=s o, ou :v=ta(?« 
Si les ^ & les ji^ étoient riiélés enlemble , on cher^ 
cheroit j" en:r^ en regardant^ commç nnconnU€f« 

Remarque. Selon M. le Marquis &t THâpîtal ( aâak 
lyfè des Infiniment petits, ô**. lop] , pour avoir ces forteâ 
de points , Ton doit différencier rexpreifion générale dU 
rayon ofculateur. Cette difGérence étant égalée a ô ^ doiSilâ 
i/(/(f> (^x» -H (f^*) — 7,iyddy = ô ( en feifanï/;ir 
Confiant). Au point chercké, félon T Auteur dont on vîcnf 
de parler , i*on doit faire cette quantité, =r o ou ::^ dar ^ 
& regarder le rayon ofculafeur correfpondant cpnïrticr uil 
maximum ou ud minimum (*). Mais il efl aifé dé Voir qud 
cette méthode 5 qui doit ordm^i^emenc entraîner des calcula 
trés^pénibles, ne peut faire diftinguer un point dé rebrouilb* 
ment de la feconde eCpécc d'un point auquel une courbe 4 
ùti maximum ou un minimum de rayon ofculateur. De plus untf 
courbe peut avoir des rayons ofculateurs qui foîent des maXÏMd 
ou des minima ^ fans avoir aucun point île rebrouflèment ia lai 


(*) M« le Marquis de rHôjpitai 1I0 &it attCOfle tppUCdâoa 
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féconde efpécte, & la tnéàioàc de ce grand Gëomêtrc ne pcuf 
faire diftinguer une courbe qui a un tel point de rebrouffement 
de celle qui n'en a pas. 

Remarque II. Si Ton voaloit avoir les 
points de rebrouffement de là première ou delà 
^conde efpéce d*une courbe rapportée à fon foyer, 
voici cominent on pourroit s^ prendre. Soit , par 

exemple , la courbe jf ??=: ^i ■+• ç^ ± ^ , en lup- 
pofant que';j; eft un arc de cercle dont le rayon 

==:= I , on fcroît attention qu*à caufe de ç* =1/^:5;', 
^ ne peut ' être négative ; ainfi fi cette courbe a 
un point de rebrouffement , elle doit favoir au 
point correfpôndant à :ç = o , ou à y == ^ ; en 
fécond lieu on chercheroit la valeur générale de R ; 
on examinèroit fi au point dont on vient de parler 
R eft =: o, ou = 00 ,' ou fi^R' eft une quantité 
finie. On examinèroit auffi ce que devient R , en 
faifapt 7 ==•+-/, / étant une quantité fort petite» 
Si les (îgnes de R font les fncmes pour Ifes deux 
branches , Ton a un point de rebrouffement de la 
féconde efpéce, & les deux branches font con- 
caves ou convexes vers le foyer , félon que les 
fignes de R font à la fois pofitifs ou négatifs ; fi les 
fignes font différens , & que R = o , ou == co , Ton 
a un point de rebrouffement de la première efpéce,. . 

14,6. Problême. Trouver Ji la courbe dont têqua" 
tïon e(l y = a ±V^^ rapportée a un foyer, 6* ç 
itant un arc de cercle dont le rayon =^ l a un point 
de rebroujjcmènt y & de quelle tfpice il ejl, JJon aura 

dy = ±lCdi, dy^:^;^i^di\ddy=±: 

li i^df^ en fuppofant ^{ confiant; fubftituant 
C€S valeurs de^, dy, ddy dans 1^ formule ci- 
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deflus R =t {ày-^yd^X ^ fonaR^^ 

Ton fait i négatif ^ R deviendra imaginaire ; fi l*ofl 
fait {=■+-/, 7 étant fuppofée aflez petite pcmrqud 
tous les termes qui font affeâés de ;[ difparoiffent 

devant a a , Ton aura R £s=s *s= ^ ; ce fera là 

aa ^ 

même chofe ^. fi on fuppofe ç = o ; donc la ciôurbô 
propofée a un point de rebrouffement de la féconde 
efpéce ; les branches de la courbe tournent leuf 
concavité vers le foyer , & leur courbure au point 
de rebrouffement eft la même que celle d*un cetcle 
dont le rayon fer oit = û* ^ 

Pour décrire cette courbe , je décris ( figi l^y) 
un cercle A !P avec le rayon A C = i ; je prends 
CD==tf5 tirant enfuite une ligne indéfinie CP, 
je fais AP ={, CM=ïtf-+-»^{S C/72=îtf — 
j/ifî , les points m & M appartiennent à la courbe* 

147. PkoblÊME, Chercher Jî la courbe de C équation 

yrriiia-^:^ o.un point de rehroujfemtnt de la prêter i 
ou féconde efpéce m point défîgné par ;i=o , la courbe efi 
rapportée à un foyer ^&[eft un arc décrit avec un rayon 
2=1. Cherchezles valeurs de yldy^^ ddy, fubftituez- 
les aufli bien que la valeur de dy dans la formule 
quiconvientàcecaSjenfaifantdf^conftant, il viendra 

T> ,11,1 -1 - • - ■ • ... .■• ■ ■ . ■ I ■ ■«■^ ^ 

Si Ion fait ^ négative , R devient imaginaire j fi Ion 

fait /s=a o , l'on a R -= — s»ï.Siioiiruppo(i 

♦Rjf 


mm 
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t=/, /étant une quantité pofitive très -petite, 
le numérateur & le dénominateur de la valeur de 
R reftent pofitifs; donc la courbe a un point de 
rebrouffement de la fecoilde efpéce, & les deux 
branches de la courbe ont leur concavité tournée 
vers le foyer (*). , 

Mais ni équation de la courbe et oit j^ = _ , la î 

(jpiraleMCi(fig. 129) auroit un point derebrouf- 
fement de 1^ première efpéce fituéaupôle C ; & (bit ^ 
qu*on prenne Tare {= AP,ou=A/7, c*eft-à-dire, 
pofitif ou négatif, le rayon ^ fera toujours pofitif. 

Des ufages du Calcul différentiel dans Û Algèbre. 

148. Problème. Elever le binême a-^làla puijfance m. 
L'on fait qu'en élevant i + a au quarré, au cube, &c. le 
premier, terme fera toujours = i. Cela pofé, fuppofons 
( I -f-A:)- ==i-t- A;c -t-B;c*-f-C:v5H-D:v^4-Ex5 &c 
(**) , en prenant les différentielles , Ton aura /n. ( iH-Jv)*""*^* 
t=: Adx -+- zBxdx •+• iCx^ à X -k- ^"D x ^ d x -^ i 
&c. ou en divifant par ax, m. ( i-f* ;»?>■"* := A H- 1 B:t j 
•+- 3 C^* -f- d^V>x^dx (P). Cette équation devant avoir 
lieu , quelle que foit la valeur de x , on peut fùppofèr :v = ^, 

ou, fî Pon v<?ut, =: o, (& dans ce cas tous les termes qui 

» ■ ■ ,,-.11.-. , - ■ , ■ , ^ 

(*) Toutes les paraboles, excepté la vulgaire, ayant le 
rayon ofculateur qui répond à leur fommet == o , ou = 00 
( 1 3 5*) > iï paroît que l'on peut conclure que tout point d'une 
branche de courbe ( dans une efpace fiflî ) auquel le rayon 
ofculateur eft = o», ou = oc , a une courbure fcmblable a 
la courbure au foniraet de quelque parabole différente de la 
vulgaire j mais on fait que toutes les paraboles, excepté la 
vulgaire, ont à leur fommet un point de rebrouflèmcnt ou 
un point d'inflexion ( vifîble ou invifîbfe). Si donc on trouve 
que le rayon ofculateur d'une branche de courbe correfpondam 
a un point donné elt = o, ou 00 , & ^'en même temps on 
ne trouve pour ce point ni point de rebrouflèment , ni point 
d'inflexion vifibîe , ne peut-on pas conclure que c'ell un point 
de ferpentement ? 

(**} Cette fuppofîtion ell poffible , puifque les coefîiciens 
ind<'termiués , A , B , C , D ,&c. peuvent reptélemer à^s quantité» 
quelconques. 
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ftivcnt A s^^vanouiilênt } '6c tn dlvifant par m » Von m 
(i-+-x)"""* ou{i-f-o )»'"'«= AottZ c;a -.;doncA=m. 

m m 

DifFércnciant l'équation P , Tpn a m. (m-^ i ). ( H- >?)"""* X 
dx^=%Bdx -h éCxdx-^ itUx*dx -f-.ficc; «Jivifam 
par dx ^ Se fuppofant Af = o , l'on a m. ( m — i ) = a B | 

ou B = ■ En continuancde même , Ton trouvera 

P^...(,,.).(,-»).(..^,)^ &ainfi JeiCme. 

I. S. 3. 4 

Maintenant fi l'on fait attention que ( a -+-&)" => 

k h 

^» ( iH )•, &qu'onfuppo{è — sr^f. Ton aura (1 -♦->?)• 

^ , 1 t «,.(«—1) ^» 

» ( ï •+•—)•= ï -H^ — H ^ X -r -fi 

^c. & I fH — )* tf» = (fl -+- J )- = tf"» 4- 1» -î — 1-; 

* 

-^^ — -r — h &c. Tsza^-^m h a»-'H ^ • >Cf 


I. 2 «* I. » 

Si on vouloir avoir la valeur de (a *— B J*, on mettroit le 
figne — devant tous les termes de rang pair, c*ell-à-dirc, 
qu'on feroit le fécond, le quatrième , le fixicme, &c. termes 
négatifs , parce que b s'y trouve avec un expofant impair ^ 
€1 une puiCànce impaire d'une quantité négative efl néga-^ 

rive ; donc (a— hY •=: a!^ '-■^ m i « •- ■ -f- — ^ i* 

' \ / 1. 2 

X a*""* ~&c. 

La méthode aue l'on vient de donner pour élever un bi-» 
nome à la puiilance m , fuppofe que m eft un nombre ra« 


(* ) C'eft la formule qu'on a trouvée dans l'Algèbre par iW 
calcul bien plus pénible. "^^ 

R4 


iik^a 
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|3onnel poficif oa .négatif , eptter ou fradlionnaire , & il eft 
ftjors facile de voir que d, [i -hx)'* =z m. ( \ ^ x) "*"' ' , 
indéptndamiiicnt ^e la démonihation qu'on en a donnée 
Cî-ï-defliis. En effet de ce que la différence de jc* eft i x^^^ dx^ 
celle de :t' cuni 5 jt ' *" " ^ x , &c. on peut conclure par ana- 
logie que celle de x"" eft m. r"^' dXyic que celle de( i-t-:v)» 
•(cft w. ( î-f-Jf i*"* d X , m étant un nombre entier ou frac- 
lipnnaire pofitif ou négatif. 

Mais pour démontrer rigoureufement que la même chofe a lieu 
çp fuppo(ànc qne /n eft un nombre quelconque ôc même fourd , 

'tel que V 3 , mett-^ns dans le binôme fl-4-^ , x au lieu de a» Cela 

Pofé , je dis que Ton aura (je H^i)* =j:»-h m x * "" * ^ -t- 

.m. (« — I) ,,, m. (w— t.fm— x) 

"^K l* &c, en fiîppofant même que m eft uû nombre irrationcU 
^uppofons que L défiene le logarithme hyperbolique & que Ton 
flît h» {x^b j^OMmh. ( ;v-h^)==L. (x'^^mx*"* 3-f» 

. 41^ 'm. .. ■ "j A^*""^ *^ ^- &c. ). Prenez les diffiéreûtielict 

^e oes (o^arithmes, en fuppofaiit :v variable & 3 couftanç, 

» ^ ' j ' •' * ' 


i m ' ' ■ . I " ■ ■ ' ■ ; ' , -: ^ 

m. (w — ï ). fr^ .v"*""* 

2 

Hîultipliaiit le numérateur mdx ip2tx x"* -i-^ ml x *"** -4- &ç, 
^ le îèçQnd menabre par :v + 5 , ou , . ce qui revient au même , 
$|ant les fradipns , il vient rnxr dsç -f- m^ b x'*"'* dx •+» 

, ^ C ^ -^ ^ > . jî ^w-i dx-ir'?^c.'=.mx^dxT^mJnt — i)x 
^x^'^^ dx ^ ^- — — ' -^ l^x^'"'4jà ^ 


■1—I- 


( * ) La différentieHe d^mse quantité logarithmîaue , (èloA 
fç qu'on a vu çi-defîîis , eft égale a la différentieliç 4ç c^^WO 
quantité diyUeç par la quantité eUc-mêniet 


« 
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&ç. En réduifant dans le fécond membre les termes fcmbla* 
fcles en une foname , Ton amx*^Af-f-w. mA^*""' dx-^ 

■ ■ -4-&C. quanute idcnuque avec le 

premier membre j donc la fuppofidon d'où l'on a déduiç cette der- 
nière écjuatxQn eft vraie : car en rétrogradant , Ton peut revenir 

i réquation (^ -H i )"»=:v*-|-W2 x"»"" J H J* a: • " ♦ 

4cCf donc en fubftimiant a au lieu de x , Ton aura {a-^b )'"=<t* 

p^ mh û"*'"* 4^ — i — • B^ a*"' -H &c. en (ùppo^ 

fant même que m eft un nombre irrationeU 

Z^^e J// Calcul différentiel dans la recherche des 

racines des équations. 

T4p. Soit fuppoCe réquation Af» — Aac"""* -f- Bat"""* 

•— C x*"^ -f- D X ■ "^ — &c. = o (M) , dont les racines foicnt 
y , ^ , r , J , f , &c. de manière que f foit ta plus petite , q 
-cplle qui vient après & ainfî de fuite. Suppofons que toutes 
les racines de Tequacion propofce font réelles , & regardons- 
Jes comme inégales, & s'il y en a d'égales, fuppofons que 
Jenr différence eft infiniment petite. Par la nature des équa- 
tions , la propofée ne peut être = o , à moins que x n'ait 
pour valeur quelques-unes des racines p, 7 , &c, Suppofons 
en général que Jt » — 7 A ;»*"' -t- B a: » *" ' &c. eft = f ; 
& imaginons qu'au lieu de x on fùMituc dans la fonction ^ 
différences valeurs déterminées â commencer depuis — <» , 
«n allant vers les nombres pofîtifs (**) , il eft vifible que j 
ne deviendra =ro que lorfqu'on fubftituera p, ou 7, our, &c. 
au lieu de jc , & qu'auparavant f acquerera différentes valeurs 
plus grandes ou plus petites que o. En prenant dés valeurs 
■plus grandes que p & plus petites que q > les valeurs de |; 


■p^" 


T- 


(*) On doit multiplier tout le numérateur du fécond membrç 
par X & encore de nouveau par b. 

(**) On conûdqrciçi les quanûcés négatives comme plus pc-, 

^tÇ$ (|UÇQ, 
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lêront pofitives ou négatives lufqu'Â ce qu^on fiiMitue q au 
lieu de X , & alors Ton aura f =£ o : mais les valeurs de ^ 
n'ont pu paffer de o 1 # , i moins que dans cet intervalle f 
n'ait eu pour valeur un maximum ou un minimum. Ce fera ua 
maximum » fi les valeurs de ? ëtoient pofîaves , & un mz- 
nimum (*) > ^ eUes écoient négatives, pebdant que :r a une 
valeur intermédiaire entre p Se q: ce (èra la même, cbofê dans 
le pafTage de q i t. Mats parce que ^ comme on Ta dic cl« 
^flus ( 8 X ) y les maxima & les minima (e fiiivent alternative- 
ment, fi l' a été un maximum entre p Se q, elle deviendra 
«Ui minimum entre 7 & r , ou réciproquement & ainC de (uite* 

Donc puiique entre les racines prifes de^ à deux j^ a pour 
valeur un maximum ou un minimum , k nombre de$ maxima 
& êes minima qui foot dans t fera plus petit au moins d'une 
imite que le nombre des raanes réelles , & les maxima Se 
les minima fè fiiivront de manière que les premiers feront 
pofitirs Se les derniers négatifs ; réciproquement û la fonc- 
tion ^ a un maximum ou du moins une valeur pofitîve , en 
fiippofant X =fy & un minimum ou du moins une valeur 
négative , en faifant x s=: gy il eft nécefTaire que x paflànf 
de f en g y 7 paflè du poHdf au négatif, & que dans cet 
intervalle ^ oevienne 3= o. Donc il y aura une racine coa« 
tenue entre fSc g» Mais cette conclufion n'a lieu qu'en (up» 
pofant que les maxima Se les minima deviennent alternative» 
ment pofitifs Se négatifs ; car fi ^ a quelque minimum pofittf , 
il peut fe faire que ^ pailè du maximum au minimum uiivant, 
iàns paflèr par o. 

Au refte il y aura toujours entre deux racines un maxi^ 
mum ou un minimum , quand inême toutes les racines ne 
ièr oient point réelles. Mais on ne peut pas conclure qu'entre 
deux maxima ou deux minima quelconques il y ait une racine 
réelle , à moins qu'une des valeurs de i foïx pofîtive Se l'aucte 
négative, 

. Si Ton différencie l'équation ci-deilus , Se qu'on falk i\ 
s= o , l'on aura d^ =0 = /i jc » ~ * dx — ( « — 1 ) x 
A:c-""*J;c-f-(n — z).^ x"''^ àx Sec. y ou en divîlant 
par dx y nx»^* — (n — 1 )• Aat"""* -f- (/i — a). Bjc"""Î 
•— Sec» = (P). I^s racines de cette équation connerom 


{*) On prend ici un nombre négatif pour un mi/iimum ^ 
dans le fens de M* EuOer* 
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les maxima & les nànîma de ^ , ainfi qu'il fiiit de ce qu'on 
a dit ci-deiTus fur les maxima & les minima. Donc les ra« 

cînes de féquation -7-7 = 0= /i;t»""»— (/z — i)x 

Aat"** &c, dont le nombre eft= n — i , feront les maxima 
ou les minima àc ^*y ôc fî les racines de Téquation ^ = o 

font toutes réelles , alors toutes les racines de l'équation 

r= o fèfont auffi réelles ; car j ayant autant de maxima ou 
de minima que /z— i contient d'unités (*) , il eft néceflaire 

d X, 

que l'équation -j-* = o ait un égal -nombre de racines 

réelles ; donc toutes fes racines font réelles 'y donc on peut 
établir U régie fuivante» 

Si toutes les racines de Viquation y =5 ofont réelles , 

dx» 

toutes les racines de '-r— = 6 le feront auffi ; d'oà il 

dx "^ 

fuit riciproquement que Ji toutes les racines de Véquation 
^ — . = o ne font pas réelles , toutes celles de Véquatipn ^ = o 
ne le feront pas non plus. Mais il peut fe feire que toutes les 
racines de l'équation -- — cai: o foient réelles , quoique tou- 

i* X 

tes celles de l'équation ^ = o foient imaginaires. 

Rema&qub. Si Ton a l'équationx* -• Ax^ *+• Bx 

»^ C 5= o & qu'on faflè ^x = — , elle deviendra —, ^ 
A 6 

^ -f. — .^ C= o, OU X — • A^ -h B><* — Cjyî =0, 

& fi les racines x de la première font réelles , celles de 

' I 

la fecondç qui font égales à — le feront auflî ; de ma* 


tm 


dz. 
(*) On fuppofe que les racines de -—=o font inégales; 

s'il y en a d'égales , il faudra faire les exceptions dont on a 
parlé (i-deiruSt 


««■«■ 
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ciere que celles d*une de ces équations font égales 4 runitc 
diviféc par celles de l'autre équation , ou que celles de l'une 
font les réciproques de celles de Tautre. Réciproquement de 
l'équation i — A^ -+- By — Cy = o , on peut , ca 

fubftituant — pour y , repaffer à l'équation x * ■— A x* H- 
â:c. == o. , 

Si Ton fubftitue — au lieu de x dans la propofec M cî- 

y 

delTus 5 l'on aura i — A^-f- Bj^* — &c =r: o ; diiterenciant 
cette équation , divifant par dy Ôc remettant x au lieu de 

— , ou — au lieu de j , Ton aura , en changeant tous les 

€gnes , réquation P cî-deflbus. , 

Différenciant cette équation & celle qui en réfùltera , Se 
feîfant les opérations néceflaires , l'on aura , en changeanc 
les fîgncs , les équations qu'on voit ici. 

(p) A*»-* — 2B*«--* -f- î C«»-ï — &c. s=o. 

^ ' «—1 (» 1). (» — z) 

Et en généra! en fuppofant que m eft un nombre entier pluj 
petit que /z , l'on aura, en fubftituant m pour /i — i , ou 

n — 2, oun — } 5^c.l*oa aura,dis-je, (Z) A;t*— — ^x 

Bat»-» -+- _iJliirll.,.C^«--»_&c.===o.Orilcft 

évident , par ce qu'on vient de dire , que d toutes les racines de 
réquation ^ =r o font réelles , toutes celles de l'équation P le 
feront , toutes celles de l'équation Rjdel'équadon S y de l'équa- 
tion V, le feront aufli , &: que Ci l'équation (Z) a des racines ima- 
ginaires y la propofée en aura auiii. Si on fuppofe m=szz^ Toa 

aura A .v ^ — . B jc H > = o. Si Ton 

•refont cette équation par la méthode ordinaire du fécond 
À^^T^é , l'on YPi'r4 aifément que fes racines foat imaginaÂrei 
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toutes les fois <i\xç Pon a — r < '■• f*)â 

donc en divifant par 4 & multipliant par ( /z — i )* , Ton 

aura dd > " ■ ■ ' , fi toutes les racines de 

2 ( /« — 2 ) 

Tcquation propofée font réelles ; autrement il y aura au moins 
deux racines imaginaires* Si /z = 3 , pour au il n'y aie poin( 
de racines imaginaires dans la propofée ^ il iiaut qu'on ait 

BB>3ÀC5 fi ^ = 4, l'on doit avoir BB > — .AC; 

^ 2. X 

Si /ï = 5 , l'on doit avoir B B >• — ^— . A C j &c. 


3*3 

2. z 
J. 4 

■ < n 

2- 3 

Par ce qu'on vient de dire, l'on peut démontrer que fi 
toutes les racines d'une équation x* — Aac*"* -f- Bx*~* 
etc. = font réelles , il y aura autant de racines po(îtive$ 
qu'il y ai de changemens ae %ne , & autant de racines né- 
gatives qu'îLy a qe fucceffion de môme (î^ne. Comme noui 
avons parlé de cette régie d^ns notre Algèbre , il ne fera pas 
înutilc d'en donner ici une démonftracion tirée des principes du 
calctil diiférentiel. 

1 5:0. Suppofons que l'équation x* — Ax'^'-f-BAf»-* 
•— C jC'i -H &c. ï= o ait toutes fes racines réelles & pofî- 
tives , fon équation dilïerentielle n x*""* — [n — i). Ar«""* 
H- ( « — 1. B x'*^^ — &c. = o , aura aufTI routes fes racines 
réelles & pofitives ,. comme il fui: de ce qu'on a dit ci-defFus 

ii49), & les racines, de celles-ci feront les limites des racines 
e 1^ propofée j de manière par exemple que fi les racines 
de celles-ci font io , 15 , to , 7 , la proposée aura cinq ra- 
cines, dont une fera comprilè entte 00 & lo , ta féconde 
cnue lo & 15 , là-troifîéme entre 15 & 10, la quatrième 
entre 10 & 7 , la cinquième entre 7 & — co . En effet les 
valeurs de x vont de — 00 jufqu'â la plus petite racine qui 
rend la propofée = o , avant que la valeur de {• , dont, oa 
a parlé ci-deffus ( 14^) , devienne un maximum ou un mi^ 
himum , c'cft-à-dire, avant que l'on ait ac =2 7. Il y aura 


(*) Comme on fuppofe les racines inégales , cette fuppofitîon 

t& pofîîble : fi l'on avoit ^ — : = — , les 

^ ' («.— I)* '.« — O. (" — i) 

^eux laclnes de l'équation A x^ ^^ Scc*js^ o feroient égales» 
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une autre racine entre x=S7&jc=l(5, une atitfe tntté 
X = io&x=i5) une autre entre ^=15 Scxi=:io, Su 
enfin la cinquième entre x=ic>âc;tà=oo4 

Si l'on fuppofe :v sss —, la propofife deviendra 1 -^ Ay 

•4- B^* — Cj' •+- &c- =3 o , dont toutes les racines iêcone 
auflî réelles, mais réciproques ^ de manière que les plus grande» 

y i-épondront aux plus petites 4f, puifque » =2 — &^=a-« 

Ces chofcs fuppofées , en différenciant la propofée julqu'i 
ce qu'on parvienne a une équation du premier degré, l'on 

aura ^ — — . A = o (*) , dont la racine doit encore être 

n 

pofîtive ; donc A eft utîe quantité pofîtive ; donc le coel&clent 
du fécond, terme fera =:i — A , comme on Fa fuppoie ^ 
c*eft-i-dire, que le fécond terme aura le fîgne — \ donc fi 
le fécond terme avoit le figne H- , toutes les racines (**) de 
la propofce ne fcroient pas pofitîves- Si l'équation propofe» 
cft fuppofée fe changer en la réciproque par la (ùbftkutioa 

de -^ au lieu de x, qu'on la difFérèncie , & qu'après l'avoir 

divifée par ày Ton remette x en fûbftiiuant— au lieu dc^, Toa 

aura Ax»-*— iB jf-* *f- jCa:--»— &c.=4 o. DifK- 

renciant de nouveau jufqu'i ce qu'on (bit parvenu i l'équa-* 

ton Z { ci- delTus 14^ ) ou A ;v» — — ^^— — B jc"*^* -H 

&c. =a , qui , en fqppofant m=s: î , devient A;if — — — B 

=0 donc la racine doit être podtive, pUifque toutes ceUes de Ui 
propofée le font par fuppofitionj B fera une quantité po-* 
£tive« Donc le troifiéme terme de la propofôe aura 


(*) Si /z = 3 , l'on aura a:* — A;c* -4- B x — C = o , 

\x^ àx — zAxdx -^-Béx = oj divifant j^^tdx Se 
différenciant de nouveau, l'on trouve ^.xx "-^z Adxtas:^^ 
ou 5 AT -^ A = o , ou .V = •!• •*# 

• ("*; On les fuppofè réelle^*.. 
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te figne -H ; done le premief & le {êcond termes auront 
des ugnes diiiérens ^ donc fi ces termes avoient le même 
iigne , il y auroit aa . moins ane racine négative corref* 
pondante i la limite Indiquée par cette éqaatîon, qui fera 
difFérente de la limite indiquée par Téquation précédente , 
parce qu'ici les racines ont écé changées • une fois en leurs 
réciproques i d'od Ton Conclut que fi les trois premiers termes 
cle réquation avoient les mêmes fignes , l'équation auroit 
<leux racines négatives. Si après avoir changé la propofée 
en 1 — Aj^ -H B>^* — C^* -f» &c. = o on difïerencie & 
& qu'on divifè par ây , l'on aura — A -H x B^ -i— 3 C^ 
•f- &c. Différenciant cette équation , divifant par t dy Sc 
f émettant jr, il vient Bjr»-* — jCjt"-* -+- &c. Biffé- 
'encianc cette équation jufqu'à ce qu'on parvienne à uxw 

^qaation du premier degré, l'on trouvera B x — — »-=5 0, 

• 

dont la racine eft pofitive , puîfque toutes celles de la proi^ 
poCéc le font y donc le quatrième terme aura un coefEcienf 
— C , c'eft-à-dirc , aura le figne — ; donc s'il a le figne -H 
comme le troifiéme , il y aura une raipne négative indiquée 
par une fucceifion du figne + du troifiéme au qjiatrieme 
terme ; & en général autant qu'il y aura de paires des fignes 
pofiiifs ou négatifs contigus y l'équation aura autans de ra-^ 
cines négatives , & il y aura autant de racines pofitives qu'il 
y aura de changemens de fignes d*unr terme i l'autre; donc 
il y aura autant de racines pofitives qull y aura de varia- 
tions de fignes d'un terme i l'autre. Par exemple fi le premier 
terme & le fécond ont diftérens fignes , il y aura au moins 
Une racine pofitive ; fi le fécond & le troifiéme ont aufiî di^ 
férens fignes , il y en aura deux , &c. fi tous les fignes font les 
mêmes , toutes les racines feront négatives j &* en général 
Jt toutes les racines ^une équation font réelles , eue aura 
autant de racines pojîtives qu'il jr aura de variations de 
Jignes y ù* autant de négatives qu'il ^ aura de fuccejjîons 
de fignes dans l'équation*. Cela n'a point Heii quand if y a 
des racines imaginaires. Pallbns maintenant aux limites des 
ratines d'une équation. 

151. Problème. Trouver les limites des racines de 

tiquation «* — i4Af ;if -f- x 4;if — 11 sts o. Si au lied 

iz, 
ic o l'on écrit i Se qiie l'on difFésendej Von aura ~ =0 
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ft= 4x' •— îSjt-+- 14=5 o, oajr'— ^75C-+- 6 s^ o ; 
dont les racines font * , t , — 3 ; fî on les fiibftitue dans 
réquation auffi bien que 00 & — w au lieu àt x^ l'on a 

pour ;c = •» • • • . « f =; 69 


* = t . 


r = — I 

1^ == — 1 1 ^ 

^ 2= 4- 06. 


Si l'on conçoit qu'ayant pris rabfcifle APr= 00 (fig. x^é) 
on mené rordonnéc m P =1 c» , qu'à l'abfcifle À/ = t 
réponde l'ordonnée f g = — 4, à rabfcifle A/i = i Por- 
donnée /? M = — i < à rabfcifle A i = — j l'ordonnée iD 
crr — li^j &à i'abfcifle Ap=s'— -«o i'oraonnëep j = oo| 
il eft'vilîble que l'ordonnée m F = i" (*) ne peut devenir de 
pofîtive négative , â moins qu'elle ne devienne = o au point B 
ou la courbe coupe Taxe àtx'^ mais parce que l'ordonnée refte 
toujours négative entre x = i & pf = i , elle ne devient 
point = o ; donc aucun x compris entre 2 & i ne ren- 
contre la courbe , & il n'y a aucune valeur de x entre î & t 
qui puiife rendre Téquation = ô , ou^ ce qui revient au mème^ 
qui foie une racine oe l'équation. 

De même il n'y a aucune racine poflïble comprime entre t 
6c — 3 jmais parce qu'en fuppofant ;c = — 00 , Tordonncft 
correfpondantc ^ = H- c» eft pofîtive , la courbe doit couper 
l'axe des x en un autre point C , &les racines réelles de l'équa- 
tion font A B & A C , htuées l'une entre x=zooôcxz=:i, 
l'autre entre xt= — 3&^=: — oo,les autres racines de 
l'équation étant imaginaires. 

152. Problème. Trouver les limites de l'équation x* — • 
tJc*-4- 3x-+-4=o. On aura , en écrivant f au lieu de o 
êc opérant comme dans le problême précédent ^ on aura , 
dis- je , 4^:*— -4:^ -f- 3 c=o: cette éqDacion du troifiénic 
degré n^ qu'une feule racine réelle approchée = .— • i.3« 


♦ (*) Il faut fippofèr qu'on a décrit la courbe de la figure 13^, 
en prenant { pour l'ordonnée , faifant at* — i/^xx -f- &c« 
5= £", & en donnant fucceiîivement pltllcurs valeurs à x. 

Subilituam 


m 


CaLCVL DIFFâ&SNTIEL» aj^ 


SQbfltraanf cette valeur de x daàs la propofée , aufli bie^ 
que 00 & — 00 , Ton aura 

pour x = oo •••••^=soo 

X ss — 1,3. . . . ç = — 0.3 X 

X 35S — 00 ♦ . , , Ç rS m^ 00 • 

Donc ' il y a deux racines pofEbles , Tune encre :c s=: 00 Ac 
^ =—1 I. 3 ^ l'autre entre ;c = -^î. 3 & x = — 00 . Ces ra- 
cines font — I &— 4 3) qui rendent TéquatioD propofée = o j les 
autres font imaginaires* 

R6MARQ|}B. Là co«irbe de l'équation a:» — A *■"* 4- &c.=:f 
peut avoir des points multiples auxquels les x peuvent rencontrer 
la courbe; dans ce cas l'abfcifle correfjpondante eil cenfëe 
multiple. Par exemple (î un point triple tombe fur Tabfciflê 
X = z y alors il y a trois racines dont chacune efl = u 
La racine qui répond au point auquel Tabfcifle touche la courbe 
^ peuf être double, quadruple 9 fexcuple , & ainfi de fuite ,. félon, 
la ferle dés nombres pairs 1,4,6,8, &c. Celle qui eft détermi* 
née par un point dans lequel l'abfciflè touche Se coupe la courbe , 
efl au moins triple ][ mais elle peut être quintuple , feptuple, 
êcc. félon la fuite des nombres impairs 3 , ^ , 7 > Sec. Or quand 
il y a des racines égales dans une équation , on peut les 
trouver par les méthodes que nous avons données dans notre 
Algèbre ou par celle que nous donnerons dans la fuite* 

Si la courbe s'approche de la' ligne des x de manière que 
les points de la courbe paroiflènt le confondre pendant uti 
certain intervalle avec Taxe des abfciffes , il faut faire beau- 
coup d'attention pour ne pas confotvdre les ordonnées nég^ 
dves avec les pofitive$« 

Si l'équation— =9 donooit pour X =3 00 » . i* = o» 

x=:sa • . f=.— À 

xznc * . f==: — G 

'Téqua^on f s: o aurolt autant de 
racines réelles Se une de plus qu'il y 
SHii^oit de lettres, a^ b, c. Sec. 
parce qu'entre 00 & •— Ail y a une racine réelle, et 

fgXie autre entre x.aa.— pi^ 9c x ss c* En général 
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Il nous fcppofons que les racines réelles de l'éqnation -— 

r=o font reprefemces par x ss ayb, c^ dy ff , /, g, &ci 

on (ùppofeque les quantités a, l, c , &c. aillent en décroK^ 
ûnt, & qu'alors on ait 

l — h,B, C,E,F, G,&c, 

». 4* «« ^ •»« ^ &c. c*cft -i - dire 

f\ en {hppofarit je = a , {^ devient = •— A , fi çn (àifànt 
';c = i > l' devient + C , ^c*. l'équation 2| = o aura autant de 
racines réelles qu'il y a de lettres a^ w, c, ècc* 8c une de 
plus. Si une des lettres majufcules n'a pas le figne écrit au* 
delTous d'elle , elle indiquera deux racines imajginaires ; ainfi 
fi A avoit le fîgne -f- , entre oo & ( il y auroit decu racines 
imaginaires. Si C avoit le fîgne -H il ^'y auroit aucune racine 
ïéelic entre i & c» 

Outre les racines imaginaires aînfî indiquées , l'équation 
V rs:o aura encore autant de racmes imaginaires que Féqua* 

non T" =5 ^* 

4» 

Si A avoit le fîgne -4- & B le fîgne —, il n'y auroit qae 
*deux racines imaginaires indiquées par ces fignes* jEn général 
les fî^^nes contigus pris deux â deux fans qu aucun fîgne foit 
tépécé deux fois , indiquent deux racines imaginaires s'ils 
font difFérens de ce qu'ils doivent être pour indiquer 6ei 
racines réelles. Ainfî n les quatre premiers fîgnes étoienc 


, ils indiqueroient 4 & non 8 racines imagi- 
naires ; car fî. réquacion i* a un nombre n de racines , féqua* 

' tion — = o aura n — • i racines i donc il peut y avoir 

#1—1 lettres a , J , c , &c 5 donc fî^ chacun des fîgnes -H — -f- 1 
cléfîgnoit deux racines imaginaires , Téquation ^ pounoit 
«ivoir X n «» 1 racines imaginaires ; ce qui e# faux : car & 
fi = 7 5 2 n — 2 fera t= i x j or une équation du fèptiéme deç:é 
ne pent avoir ii racines imaginaires. Si jf=J, par exemple, 
lendoit i- sacBss: o, alors l'équation ?'=o auroit des racine^ 
égales ; car fî l'équation t avoit un rafteur ( :if — i)» =0, 
en diâérenciant, Ton auroit n. (x — J)*""* dx -y donc là 

faéleur (;c — J )»"■' fe trouveroit dans Téqua^on-j- =0, 
qui auroit autant de racines égsjes qu'il y a d'uAicii; dans i}«*|i 
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Si /z = z ^ cette équation auroic une racine indiquée par la 
valeur de x ^^b, qui rend j-ssBsso. Si/irr:^, alors 

réquatioa — auioit deux racines égales ^ & Téquation |'r=o 

en auroit 3.' En général fi Téquation — =3 o a un fac- 
teur (:v — L )" =0, qui indique un nombre n déracines =L^' 
l* équation j- =î o aura un nombre /i+ i de racines ssz h^ 
pourvu que ;tf = L rende 1^ = 0» 

I ^3 . THéoRÊME. Si Us. quantités a 9 b^ c, tfontfuppoi 
fées Us racines toutes inégales dunt équation compofée de^ 
facteurs félon la forme ( :c — ^ )'"• ( x — hy. C ^ — c )% 
^of— ey=0=ï{; ^onfuppofequem , n ,r, t font de& 
nombres entiers pofitifsy je dis qiien divifant cette équa- 
tion par (jc— -tf )'""'. {x^by^\{x—cj'\ (x—ey^' ; 

le divifeur & le quotient ( X"^-^ a)* (x-— ^). (x^^c)m 
C ^ — e ) feront rationels 9 quand même a ^ b y c, c 
feroient irrationels ou imaginaires ^ on fuppofe que ï!équa^ 
tien donnée ne contient aucun radical. Il eft vifible 
que l'équation donnée eft le produit du divifeur & 
du quotient dont on vient de parler ; *donc fi l'un des 
<leuxeft rationeP, l'autre le fera auffi, autrement 
leur produit ne fauroit être rationeLSironfuppofe 
le premier membre de l'équation données:;;. Ton aura 

^ =m. («— fl).*-*. (:v— S)", (af— c)%(jif— e)^ 
-4-n. (* — fl)'-.(Ar — i)»-^(A^~c)^ (:v— .e)« 
. H-r.(Af — fl)'»*(^— i)» (;t — c)'-'.(Ar— «)• [*] 


[*] Cette équation eft évidente, en difFérenciant & faifanc 
varier feulement le fadeur (:»-*a)* , enfuies Iç fkfteur ( A:-ii-i )», 
Je aind de fuite* 
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Si Ton fuppofe j- 2=0, il eft vifible que cette 

jifqiwtioo & la propofce auront (j»» — tf)"»-» x 
(jc— ^)--\ (x-^cy-^'. (jr— 0'""' pourdivifeur 
commun,)* appellerai (R) ce divifeur. En eflFet Téqua^ 

tion —• sss o eft compofée de ce divifeur & 

de m.{x-^h)* (* — c). (jf— r) 

-4-n.(x — 4). (xo^c). (x — e) 
^r. (Af— a)» (jc— i). *(x — e) 
H- f. (^*-«)» ( *-^ *)• (^"— ^)» 

'Il n*eft pas moins évident que le même divifeur R 
commun aux deux équations eft le divifeur le 
plus compofé (*). Or en faifant attention à la mé- 
thode que nous avons donnée dans notre Algèbre 
pour trouver le plus grand divifeur commun , il eft 
évident que fî deux quantités rationelles ont un 
divifeur commun, ce divifeur doit être rationel; 

doncpuifque l'équation {;=5so & Téquation -1 == o 

font toutes les deux rationelles ; car la difFéren* 
tielle d'une quantité ration elle ne peut être irra* 
lionelle, le divifeur propofé fera rationel. 

Corollaire. Si l'on défigne par A le produit 
de tous les fadeurs fimples qui divifent Téquation 
un nombre m de fois , par fi le produit de tous 


(*) Oh l'appelle ordinairement le plus grand divifeur com* 
Oiun. Ainii x^ fera le divifeur commun le plus compofë des 
quantités a at* , h x^. Mais C\x z=z\^ x^ fera = 1 , & x fera 
le plus grand divifeur commun, & x* le divifeur le plus conn 
pofé. Plulîeurs confondent cnfemhle le divifeur commun le 
plus compofé avec le plus grsuid commun divlfei^* 


j 
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les fadeurs fimples qui la divifent un nombre n de 
fois, par C le produit des fadeurs fimples quiladi-* 
vifent un nombre rde fois & par D le produit des fac- 
teurs fimples qui la divifent un nombre /de fois. Ton 
aura A"". B". C*". D' =o; donc cette équation fera 
divifiblepaïf A'"-". B»"\ C"'. D'-% & ce dii 
viféur fera rationel , auffi bien que le quotient. Si 
/ = I , Ton auraD '"'= Tfz=^i , & ledivifeur fçra 
A'"-\ B*-'.CT"'. 

Remarque. On peut toujours difpofer les 
chofes de manière que les expofans /«, Xr, r, r 
aillent en décroiflant, de forte que. Ton ait/w>/2, 

IJ4. THéORiME.' Si Aj By C, H.ayant les 
mimes Jignifications que dans le corollaire précédent , 
Con a C équation A^. J?'. C^ . D* rsn o, chaque 
faHeur A $3^ C^ Dfera ratioheL On fuppofe ici que 
les expofans rn^n% r yt vont en diminuant , de ma^ 
niere que t ejl le plus petit. Comme A'". B\ C. D* 
eft divifiMe par le divifeur rationel A""" '. B **" ' x 
C*""*. D**"', de même ce divifeur eft divifiblç 
par le divifeur rationel A'«-\ B«-\ C''"\D'"» 

& celui-ci par A'""'. B'"-^ C^K D'"3, & 

ainfi de fuite jufqu a ce que Texpofant de D foit = i , 
& alors Ton aura une quantité de cette form^ 
A^. B^. C\ D qui fera divifiblepar A^^'. B^\ C^~^, 
& celle ci par A-^"*. B*"*. C*"*, & (en dimi^ 
îiuant toujours les expofans ) par une quantité dfe 
cette forme A*. B\ C, qui eft divifible pat 
A*-' B^-', &celle-ei par A' -*. B^-yS &ainfî 
de fuite jufqu*à ce quon trouve pour divifeur une 
quantité de cette forme A' B , qui eft divifible 
par A'"', & celle-ci par A'"*, & ainfi de fuite 
jufqu à ce qu'on arrive au divifeur A. Donc puiA 
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^u'en divifant ou en multipliant des quantités ra- 
tionelles par des quantités rationelles, les réfultats 
font toujours rationels, A fera rationél, aufli bien 
que A* B ; donc B fera rationel , auffi bien que 
Â\ B\C; donc C fera rationel, aufli bien que 
A^. B', C*. D; donc D fera rationel; donc &c. 

ly^. Remarque. A, B, C, D défîgnant les 
mêmes chofes que dans le théorème , fi Ton a 


m A 

', iJ*. \^\ U : 

= £ =5 

'. 

P 

Q 

R 

S 

I 

A»B4C'D 

ABCD 

D 

II 

a*bjc 

ABC 

C 

III 

A»B* 

AB 

I 

IV 

A'B 

AB 

B 

V 

A 

A 

ti 

VI 

I 

« 



o, qui aura 


iLes équations --Î «= o & ç =5 ô auront pour 

divifeur commun le plus compofé A^ B^ C , comme 
il fuit de ce qu'on a dit ci-deflus (iS^) » & fup- 
pofant A^ B3 C = o =s ;j- & différenciant , Ion 

d T 

trouvera une autre équation ~ = 

aoç 

avec la précédente pour divifeur commun le plus 
compofé , l'équation A' B^ , & en continuant de 
différencier & de prendre le divifeur commun le 
plus compofé , oii trouvera les divifeur s que re- 
préfente la colonne Q, Si Ton divife lequation 
propofée par le divifeur quî^efl au-defïbus, & 
celui-ci par celui qui le fuit , & ainfi die fuite , & 
eu on écrive Iq$ quotiens vis-à-vis les quantités 
^ivifées^ Ton aura la colonne R. Si Ton divife elia-? 


r 
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i«aH 


cun des quotiens de cette colonne par celui qui 
le fuit. Ton aura la colonne S : on a ajouté i aux 
colonnes Q & R. Cela pofé , U eft évident que les 
équations qui font fous S C) contiennent les équa« 
fions qui font contenues une fois feulement , ou 
deux fois feulement , ou trois fois feulement , &c. 
dans la propofée. Les équations contenues une 
£)is feulement font défignées par D^ qui répond au 
n^ ï de la colonne P; C, qui répond au n^ II de 
la colonne P , indique les équations qui font con- 
tenues deux fois feulement dans la propofée ; B 
indique les équations contenues quatre fois feule* 
ment dans la propofée; & A, qui répond au n^Vi 
de la colonne P, indique les équations contenues 
cinq fois dans la propofée. 

lyd. PboblÊmh. Etant donnée une équation 

rationelle qui contienne quelques racines une fois feu^ 

tement y d* autres deux fois feulement, Vautres troit 

fois feulement y &c. trouver (T autres équations ratio^ 

nelles dont la première contienne feulement les racines 

qui fe trouvent une fois dans V équation donnée^ 

la féconde celles qui y Jont contenues deux fois feu- 

lement , la troijîéme celles qui y font contenues trois 

fois feulement , & ainfî de fuite ^ &ctla que les racines 

foient rationelles j irrationelles ou imaginaires (**). 

Soit réquation A'" B« C^ D' = 0, A, B, C , D 

ayant la même fignification que ci-defllis, qu'on 

fallè A'" B" C D' = ^ ; félon ce qu'on a dit 


«■ 


(*) D £ft regardé comme une équation; car c*eft unfadleur 
ée i'équacioD propofée ; donc on a D =: o ; il en eft de même 
des autres lettres de la colonne S. 

(*^) S'il y a des racines imaginaires , elles doivent être en 
opmbre pair; nous fuppof^as que Téquadon propofée eft 
{aûoDelIe. 

Si 


^mm 
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ci-deflùs (iS3)9 enfaifaftt j^ as=o=ss />,le$équa* 

fions î & f auront pour divif^ur le plus compofé 
A'""* Ç"""' C^"* D'"*, quotu^rouvera par la 
méthode que nous avons enleignée dans l'Algèbre. 
Si Ion fait maintenant A'»-* B""» C' D*-' =aç, 

dr 

Fon aura, en différenciant -^sszp oxxdT^ssupdx 

dx 

(car A, B, C, D font des fondions de a;) & le 
divifeur le plus compofé des quantités que noua 
venons d'appeUer;{, icp fera A'""*B"'-*C'^* D'"*, 
& en continuant de méme^ parce qu'on fuppofe 
^ueles expofans m^n^ r, t vont en diminuant, 
on parviendra à D^"' = D'' = i, à C%àB%' de 
manière qu a la fin on aura A* = A , ainJÎî que ci- 
deffus C 1 yy )• Poux faire l'application de ce quon 
vient de dire, nous réfoudrons le problème fuivant. 
£x£MFLE. Etant donnit Ciquation jc* — a x^ — 
x6v^ — 6j^^4-47Ar<-4-48jr^ — 7&x^ — ^6x 
•— •' 20 =s O5 0/2 dtmandt des équations plus fimpUs 
dont Cunt contienne feulement celles qui font con* 
tenues unt feule fois dans la propofée ^ la féconde 
celles qui font contenues deux fois feulement ^ & ainfi 
de fuite , en fuppofant que la propofée contient effec- 
tivement des équations multiples. Suppofant Téqua- 
tion donnée t= { , Ton différenciera & Ton aura , 
en fuppofant le multiplicateur dtdx =/^, Ton 

dr 
aura, dis-je,.--i ssp^snBx'^ — 14^:^ — o6x* 

dx ^ . *^ ^ 

*-* 3 0Ar^-Hi88^'H- 144** -^5*5ar — j;6^=:o. 
Si Ton cherche le divifeur commun le plus compofé 
( *) des équations {Scp^on trouvera jf^-4-2 x^ — 
x^ — 4 AT — 2== o. Suppofant maintenant ce di- 

j. Ci ^^ ^^ trouve en s'y prenant comme pour le plus grand 
civiicur commun* 
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vîfeur = î , prenant les différentielles & faifant 

^ z=si p^ Ion a p =z ^x^ •+• d:t* — 2x 

dx 

^— ^ z= o. Ces dernières équations i Sep ont 

Î)our divifeur commun le plus compofé x '^ tl 
kifant\r 4- i = j. Ion aura di=idxasi i.dx^ 

& ~^=: 1 =s;?, qui n*a aucun divifeur commun 

dx 

avec a; H- i , excepte runîté. Si l'on écrit ces 
équations par ordre au milieu de la colonne Q (i Jj*)^ 
Ton aiu-â cette fuite d'équations 

I^' — ^x'' —1 6x^ — 6;tf^-+-47*^-f-48;vî — iS^f *— j 6:ic— 10= o * 

IIac*-+-i*'— ^*«— 4Af — X • • z=:d 

IHjc+X « • • • • • • =0 

iv:i 

Si on divife chaque équation par celle qui la fuit 
& la troifiéme par i , Ton aura 1 en ajoutant t 
pour répondre au n**é IV , Ton aura , dis - je , des 
équatioqi qui répondent à la colonne K ( l/J > 

î x^ — 4x3 — 7;t^-4-8x-H 10 • • • « • « =6 
m x-f-l ••* ••«•• =s=^ 

IV. ï .........••:.• 

Continuant à divifer ces. quantités par celles qui 
les fuivent , Ton aura des quotités qui répondent 
k lai colonne S ( i j* j ) ^ 

P La première de ces équations 

Ix — 5 s=:o donne ;<; » y, & renferme une 
II X* — X =0 racine qui eft contenue une feule 
1 1 1 X-+- 1 = o fois dans la propofée , comme il 
eft indiqué par le n^ correfpondant de la colonne P* 
L'équation x^ — 2 = donne x'-css 2gX=ss± y/' 2 , 
c'eft-à-dire, contient deux racines •+■ j/'a & — ï/"2, 
dont chacune eft contenue deux fois dans la pro«. 
pofée, conune Tindique le n^, correfpondant de 
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la colonne ?♦ La troifiéme jc -|- i = o renferme 
une racine = — i, qui eft contenue trois fois dani 
lapropofée, ainfi que Tindiquc le n*. correfpon- 
^ant de la colonne P , & ce font là toutes les ra* 
fines de Téquation propofée. 

Remarque. Nous avons vu cî-deffus (84)^ 

3ue y étant fuppofé une fonction de x , lorfque x 
evient x -^ m d x =: x ^ fy la fondiony de- 

prient =3 V -+• ■■■>4^» , - -..4.. 




H*&c.&quàjc — ^/répond y— , 

*— -+• &c.Si on fuppofeque/foît=y ; 

1 • <> • Z • u X 

£e manière queArdevîenne^—-;»:* alors la dernière 

X d y X X u d y 

Ibraaule devient = y -:-. -+- p-^ &c. 

Par la mêmeraifon en faifantdTy confiant, ;i;fondion 

"y Œ X "y o. d X 

es y deviendra*-—*^--; — ■+» . ^ &c. terfque y 

devîendray —-y. 

I J7, Problême. Trouver Us racines approchks 
'Jtune équation. Soit l'équation a:'" -+- djc"*"' + 
*x'""*,.,-+-g=o, fi Ton fubftitue dans cette 
équation au lieu de x une quantité plus grande ou 
plus petite qu'une des racines , le réfultat ne fora pas 
5=0 ; de forte qu*on aura x"* •+• <« y""'*-hi x* ^^ ... + 
g' =y^Si on fubftitue au lieu de a; une des racines ap- 
procnées que j'appelle/?, nous aurons , en conCdérant 
la quantité x comme une fondion de^, ce qui eft très- 

permis ^ puifque^ eftunefonâionde ir^nous aurons y 

1. . j ^dx ^ yd^-x 
OIS- je, dans ce cas , /^ =s j? -— <- ^^ 

dy -Ldy^ 

y^ d^ X 

*^ ^ — ~ '+-&Ç» Car alors j^ devient à peupràf 


mm 
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N» 


\ 


Ksy^^y sszoï Se ûp étoit une racine exade de 
réquation ^y feroit =0, & alors la fonftion x de y 

J^dx yj/dix 

devîendroit exaftement y — --p — ^-h — r-?- "^ 

ay Tt-àj^ 

/^ ^^ ^ 4^ — — L-t-J 8cc. on fuppofc ici dy^ 

confiant. 

Soit — — ■= i , -3 — =5 r , -j— sss r , «Ct 

dy ^ djr dy 

on aur^ » 2= :»; — j j H- — ^-. •— -— — + &c.' 

Pour faire mieux comprendre f ufage de cette 
méthode. Soit Téquation x^ — 10**'— 130* 


. ™ trouve jr , ^, ^ 

3;p*^/;«: — 20*^^: -^ i^odx^ & par cpnlé- 

dx >' I ^^^ 

quent — — = — r ^ == î > "TîT" 

20^:v — ^Acrf^ <« dq àdx 


(3*;»— loar— I }o)* dy djf* 

20 ^x — ^ —S r ; & par conféquent drz=^ 

(3X* — xox — 130)* 

3. (20 — ^ a: y dx ^_^ édx ^ 

{3x*~2o;v— I 30)^ (3^*— i:af— 134)* ' 

rfr - d^x 3.( 20--éy)' 

— .; . — ^ : — s= /. Subftituant c au 

( 3 Af :v — zx — I 3 o )♦ 

lieu de a; dans les valeurs de ^, r, ^3 &c, on aura 

IM 3 7*3^75 

7^'r 

7»s=s«— .j.j-t,.ji^ — ;;5 S,i$_il, à peu d^ 
chofe près. 
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Dt quelques ufages du Calcul iifferenùel dan» 

les feries. 

lyS. Problème, élever uneferie à uncpuiffance m 
So\tlakrkfA=(a-hix^cx^^d'x^+ex^'+'&c.) 
(^) qu'on veut élever àlap^flflànce m, je fais M" égale 
à laferie N= ( A+BjH-C jc*-|-D x ' -f-E x^+Scc. }, 
& f ai M" ;=« N. Cette équation a lieu , quelle que 
46k la valeur de x^ donc en fuppofant x =^ o, 
ronauraa*=a=A,En diflPérenciant, û vient/n,M"^' x 
.'drA ss md ».(i^ stcx^ 3 i/'ji:*H-4«af^-+- 
&cOM'^' = ^jt.(B4-2C:c4-3Djc*+4E;tî+ 
&€•)• DiviTant le premier membre de la dernière 
équation par lA'^dx^ & le fécond par N d xss= M*^ Jr, 

VOUS trouverez « ., 

B-MCje-f-3D;c» ^- 4Ex!-f-&c ^. .. 
A-4-Bjr-f-CAr*-f-Dxî.HPE;e* -»- &c. 

multiplie le premier membre de cette équation 
j>ar le divifeut du fécond & réciproquement 3 il 
vient 

H- 3 4^' A «* -h 3 i^' B jr» -H 3 rf' Cx4 &c. 

H- 4e A*^ -f-4tf B a:* &c. 

H-j/A^f^&c, 

tfB-f-^Bx-4-cB;v»+d'B;cS4^eB;v«^tc» 

4- 3 tf Dat* -+-3^0 xî -h 3 cDx* &c. 

-f-4tfE>r5H-4 4Ej^&a 
4-5 tfFjc* &C. 


(*)On met d' pour ne pas confondre un coefficient avecb 
flaâr^ue de la âîâerentielle. 
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La loi de cette équation eft fi évidente » tant 
pour les colonnes horifontaleis ^ que pour les ver^ 
ticales , qu'il eft inutile de l'expliquer. 

Nous venons de voir que A =a <f^. Pour déter- 
miner les autres coefiîciens ^ on fera attention quo 
l'équation qu^on vient de trouver ne peut avoit 
lieu pour toutes les valeurs de x^ à moins que la 
multiplicateur d'une puiflance de x dans un de» 
membres ne Toit égal au multiplicateur de la mémo 

Î)uiflance prife dans l'autre membre. De plus an 
iippofant X :s=iO, Ion ^iA^ m s=s aBi donc B 

— ( a cauie de A = a" > 


mba^'"\ En conCdérant tous les termes qui 
multiplient une même puiilànce de x dans chaque 
inembre de Téquation comme un feul terme ^ 8c 
i:omparant chaque terme d'un meixibre avec 1« 
terme correfpondant de l'autre membre^ Ton aura 
autant d'équations qu'il y a de lettres B ^ C, D ^ &c« 
& ces équations ferviroient à déterminer les coef^ 
ficiens B^ C, D^ &c. L'équation mbh=A tfB 

donne B ca ■ ■ ^ l'équation mb^^z cK 


JB +- 2aQ donne C «s i i — — î oa 

trouvera facilement les valeurs de D^ E, &c, 

lyp. Si l'on avoit la ferîe xa-^^^bx^ "^cx^*^ 
icc. on diviferoit tous les termes par x y te l'oa 
auroit 4 H- ^ * •+- c a:* &c, qu'on pourroit élever 
à la puiflance m ,. comme on vient de l'expliquer; 
mais on multiplieroit le réfultat A-t^ Bjc-jhCA?* 
8:c. par oT. Si l'on avoit le polinome d -H c x* -i- 
€ x^ '\^ x^ , on éleveroit la ferie a -+* ^ j:-+- cx^ 
^c. à la puiiTance m^ ic l'on feroit dans le réfukat 
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*s=aO, d'^sso, /c=i, A == 8cc.fi Ton vouloit 

éleveï la ferie af -h 1>X + ^f •+* ^' ?* ^^ 
à la puilTance m on feroit ç* =» «? , on fubftitue- 

roit X au lieu de ? * , & divifant tous les termes 
par X p l'on auroit a +• i a: 4- ^ x^ &c. qu on éle- 
veroît à la puiflance /w , en fe fouvenant de mul- 

m 

tiplier le réfultat par :v'* = ?>• en faifant fuccef- 
{ivement m == i , 7 , ^ , &c. on aura la racine quarrée , 
la racine cubique^, &c. de la ferie M. 

160. Tandis que nous fommes fur cette matière J 
il ne fera pas inutile de faire remarquer la loi 
que fuivent les termes du produit dune ferie 
jJl_,(A-hBy + CA:^-|-Dxî -f-EA:+&cOpaE 
la ferie N == ( a^bx'^ cx^ ^d'x^ •+• ^ Jtr^ &c. ). 
En faifant la multiplication à l'ordinaire , il vient . 

-^- c A ;ç*-+- c B X* -H c D;c* &c. 

&c. 

On doit examiner avec attention la loi des 
coefficiens de chaque terme en confidérant toute» 
les quantités où (e trouve une même puiflance 
de X comme un feul terme. 

Le premier terme de la ferie P eft le produit 
des deux premiers termes des feries M & N, Mais 
on trouve le coefficient du fécond terme, en 
multipliant le premier term« de la ferie N par le 
coefficient du fécond terme de la ferie M, & le 
coef%ient du fécond terme de la fjbrie N par le 
• premier terme de la ferie M , & ajoutant les pro- 
ciuits. Le troifiéme terme de la feriç F fe trouva 
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«n multipliant le premier coefficient de N par Id 
troifiéme de M ^ le fécond par le fécond , & le 
troifiéme par le premier ; & en général pour avoir 
le coefficient d'un terme quelconque de la ferîe P^ 
par exemple le fixiém^, on prendra Cx termes 
dans chacune des feries M & N , fi c'étoit le fep* 
tiéme , on en prendroit fept , & ainfi de fuite ; o» 
multipliera le premier de la première par le der- 
nier de l'autre , le fécond de M par le pénultième 
ide N, le troifiéme de M par 1 antépénultième de N, 
& ainfi de fuite. 

i6i. Copme Ton peut fouvent avoir befoin do* 
réduire une fraâion en ferie , nous allons parler de 
cette opération. 


Soit la fradion > , je fais ^ 


<t 


6 'i-mx h'^mx 

A+Bx-I-C ;c^4-Djc5+ &c. Multipliant tout 

pari-hOT ap,il vienttf =iA-h5 B ;v-+- i C A:*-h JD x^ &C. 

-f- m A Af -f- m B X* -t^ m C AT ' &qj 

Faifant la comparaifon des termes en égalant b A 
à tf. Ton aura A=: -r ? & égalant les autres 

b 

termes à o. Ton aura *B + m A, =5 0, Bs=: 

.— î — , C== ^, D =-"7-, &c 

En confidérant ces coefficiens avec attentioQ^ on 
verra qu ils forment une ferie récurrente du pre- 
mier ordre , dans laquelle chaque terme eft déter- 
miné par le précédent multiplié par — r — , Se 

a 4L mKx mBx* 

Ton aura 


b'i-mx b 
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êcc. On doit faire ufage de cette ferie , ûx'^L; 

m 

Maïs fi * > — , on formera la ferîe de cette 

m 

d A^ B ' C 

manier© ■ ^- - = - + --7- H- -7 + &o 

mx +b X x^ x^ 

qui étant traitée par la même méthode ^ donnera 

« a bA bB , 

. , ■ == — -' ■■ — — r &c. dans 

laquelle les lettres A, jl^ C &c. défîgnent le coefficient 
au. terme antécédent. Par exemple B^éfîgne dans 

cette ferie le coefficient -— ; mais dans la pre* 

m * 

m A 


inlere ferle trouvée , B défîgne — 

Si Ton avoit la fraâion , , Ton 

feroit ^ <"H"^^ A + B;p-hCjc* 4-D*» 

' 0-^ c X'+^nx 

ôcc. d*où Ton tire a-hm x=^ A-4-i Bat+è Cx»-+-J Dx' &ç. 

-hc A:v-+-cBA(r*-f-c.Cx* &Cb 
-f-/2A;«*-+-nBx^«cc, 

En faifant le premier terme ===tf , Ion trouve A=a 

-—, en faifant le fécond ^ss=^mx^ Ton trouve B =a 


' ■ • Il , .' — • Faifant chacun des autres termes s» (j; 


^ ^cB^nA _rC-/iB 

Ion a C = ; — — , D= 


&c. Ces coefficîens forment une ferîe récurrente 
du fécond ordre dans laquelle chaque -terme eft 
donné par deux termes antécédens, en multipliant 

le 
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le plvrs proche de celui que f on cherdie par 


b 


êc le plus éloigné par — -y^ Les premières let- 
tres A, B, C, &c. dans ces termes défignent 1« 
coefficient du terme antécédent , les fécondes A, B ^ 
C, &c. défignent le coefficient de celui qui précède 
l'antécédent ; ainfî dans la valeur de D , C défigne le 
coefficient du terme antécédent^ & B celui du terme 
qui précède fantécédent. Si Ton vouloit former 
une ferie dans laquelle x fe trouvât au divifeur , 

«» r . mx-H« A . B _ C 

Ion feroit 


1 «î 


nx^^cx^è X x"- , X' 

&c. qui étant traitée de même , donnera des 

• coefficiens qui formeront une ferie récurrente du 

fécond ordre. De même fi le dénominateur de la 

fcaâion eft du troifiéme degré , la ferie fera récur* 

rente du troifiéme ordre ^ &c ainfi de fuite. 

Nous avons cnfcignë dans la première Partie de cet Ou* 
nage y a trouver le ternie gënétal 8c le terme fommatoke des 
£eries récurrentes 5 ainiS il ièroit inutile d'en parler ici* 

162. On doit remarquer que pour qu'une frac- 
tion produite une (erie récurrente , il eft néceflâire 
que Texpofant de x dans le dénominateur foit 
plus grand que celui de x dans le numérateur. Par 

exemple en fuppofent — .== A -h B* •+• 

C jc* -+• D ;t' &c, qp trouvera l'équation a ' 4- ;if ' =■ 

— Ajt— Bat* — C*' &C. 

En faifant la comparaifon, Ton trouve tf' = tf A^ 
Tome III. ,X, 


iM«Mt 
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A B 

OU A = tf*, B = — • C = — • Jufques-Ià la 

a a ^ 

loi eft confervée ; mais le terme fuivant donne x} 
acz aDx^^^ Cx^; ou i = aD — C, ou D = 

^ • Après ce terme , la ferie ne fera plus inter- 

rompue. ' 

Pour ^îter cet inconvénient , on dîvifera le 
numérateur par le dénominateur jufqu*à ce qu'on 
trouve une fraftion dans laquelle Texpofant de x 
dans le dénominateur foit plus grand que dans le 

numérateur. Dans l'exemple propofé» en divifàat 

x^'^a^ par — :if + a , Ton aura «* — « jr — aa 

m 

■-{• ; amfî la firaâion *propofée fera égale i 

x^ — ax ''^ aa plus la ferie récurfente que 

donnera la fraâion « • 


i6^. Si Ton avoît la fradion ; — 7- 


1 JL * 


on pourrolt réduire les expoiâns \y \ Se i de x 
au même dénominateur, en cherchant la progref- 
fion arithmétique dans laquelle il3 font renfermés^ 
& ToQ auroit; , çn faiiknt attention que a^=i ax^ ^ 
ronaurois,disje,o = |,}=:^,i = i8çi=^; 
ces exposons font renfermes dans la progreilioa 
arithmétique o, 7, 7, |, J, ^, |, &c. dont les 

termes doivent être les expofàn» de x dans la ferie 

cherchée , qui fera == A 4- B;c5 -hC x^-+-Dx*^ 

&ç. & fajfant les opérations néceflaires., Ton aura 
mne iêrie récurrente du fixiéme ordre produite' 


^kÉUita 
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û» -4- j:^ 


^àr la' firadîon — j — ^, ,- r-,queronfera 


1 ï 


Remarque. La fradion ( en dîvifant I9 

premier terme p^r i & multipliant par^ i — x^. 

• ©tant du numérateur le produit du divifeur par 

le quotient , divifant le refte par i — at , & ainû 

de fuite ) devient i -H :r •+- jc* 4- j^' -^ x^-^xl 

&c. Si Ton fait a: = a , Ton aura 


I — 1 — t 


•4- 8 -H 16 &c. Comment accorder cela? Après 
la première diviCon, Ton a i + . Après la 

iêconde divifîon , fon trouve ^si^^mx-ù 

• ; donc fi l'on s*arrête aii fécond terme , 1 on au ra 




' — ^i-. s= I -f-jr: mais on négligera 

* — ^ I X I 

—4; or i-^ jp= 3&3-— 4==-— I ; donc 
on fera éloigné de la valeur véritable de la frac- 

tîon cherchée de la quantité , & en con^ 

I X 


tînuant à Tinfinî , la ferie i r+- ^ ■+• jc 4: 4- x^ ...» 

;r" fera éloignée de la véritable valeur cher- 


«0 •♦• i 


chéô de la quantité •— » de forte qu^ 

Ta 
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eft la fomme de la ferie i + x + x^ 


jr •• en ajoutant — • 9 & non autre- 

ment. Aînfi quand il s'agit d une ferie divergente 
j ^- jc •+- ** 4- J^' &c. produite par révolution 
d*une fradion , on peut dire que cette fradion eft 
la fonvne de la ferie ; mais alors on doit entendra 
par fomnie une expreflîon finie dont révolution 
a produit la ferie. Mais fi a: < i , C par exemple 
:c = i. Ton aura 1+ :r + :v^ &c. = i -+- î 

que dans ce cas la ferie i + X'-h x^ &c, appro- 
che d'autant plus de la valeur cherchée que Ion 
prend plus de termes, & à rinfini la ferie eft =2. 
Nous ferons encore obferver qu il y à une in- 
finité de feries qui font d'abord divergentes , & 
qui deviennent enfuite convergentes ; de forte qu'en 
prenant un certain nombre de termes , on peut 
avoir la valeur de la ferie auflî approchée qu'on 
veut. Cela aura lieu lorfque le fadeur numéri<iuc 
du dénominateur augmente plus après un certain 
nombre de termes que le numérateur de chaque 

terme. Soit la ferie A «5 ar •+* +• —— 

7* 7*4 

^^ illiL &c. Si XŒ XO5 l^s termes iront d*abord 

en augmentant , parce que le nîultiplicateur x du 
numérateur augmente plus le numérateur que le 
dénominateur neft augmenté par les fadeurs 4,5", 
&c. Mais au 1 1^ terme , le fadeur x étant = 10 & le 
fedeur qui augmente le dénominateur étant = îi, 
ce terme fera pluspetit que le 10^ &le 12* encore plus 
j>etit que le 1 1% & ainû de fuite ; donc on pourra. 
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tn prenant un certain nombre de ternies, avoir 
la valeur approchée de la ferie A lorfque a?=±= lo ; & 
il eft viGble que ce fera la même chofe pcfur un© 
autre valeur finie de x* 

xé4« PROBiÈMB. Etant donnée la fomtney ù îa ferî^ 
A^Px'^Qx^'-hRx^ -+- ùtc. dont on multiplie les 
termes par les confiantes a y i, c> Gr. on demande la fomma 
M de la ferie réfahante aA-^bPx -4- cDjc* Oc Quoi- 
qu'on ne connolflè aucune méchode pour réfbudre ce pro» 
blême dans toute fa généralité , nous pouvons cependant ea 
trouver la fblution dans cenains cas. Si, par exemple , les co« 
eiîîclens « , 5 , r > ^ > /> &c. forment la fèrie des nombres 
figurés, on prendra les premières, fécondes, &c, différences 
jmqu'aux dernières qui s'évanouiiTent. Les premières difFé<* 
rences feront 5 — û, c-— ô,e — c,/'^— e, &c. les fécondes 
font c— i i6 H- tf^e — xc-f-i,. /— i e -♦- c , &c, les troifiémes 
■font e — 3 c-t- j J^^ayf^^i tf-f-jc — 5, &c,& ainûde 
fiute. Si on, fait ô — a=B,c-— i3*+-a=C, e— 3c 
•f-3^ — « = !?,/•«— 4 e 4-4 c — 4i-f-a=E,&c. je 

4b que la fomme M fera = fl v + — ^^-^ 4- » ■■' *. ^ ^ 

H -j—, -f" r—T-:—.-f"&c,rf;if étant cooftaat 

En efet on aura les équations fîiivantes : " 

^= A -+. P AT -4- Q X» -f- R ^* +Tx^+ &c; 

j(X=P ^^4- » Q^rf;c-f- 3R A:*d:c -f- 4T ;vîVAr4- &c^ 

dijr=6ÏLdx^'^zj^Txdxi'^êcc^ 

tfod Pon tire 

<ir==Afl4-ûPj^H-flQx*-f-i!Rx»-#-tfT;v«&c; 

■s V JK V 

— jj- = BPjif -h iBQAr»-|-3BRxJ-f- 4BTx*&c 
^7~-= CQ**-|-3CRxJ4-éCT;r4&ç4 

■ ^^^," 5=3 I)R*«4-4DTA:4&Ct 


»4« <<«* 
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Sec. coiiune on le frppofc, on <!oit avoir, en comparant !ef 
termes flP-+^BP=-P:;,ouB^=t)- -a» Mais a -f- i B 
H-C=f, ouC = < -f-fl — */• On trouvera de même D = 
e — ^c-f-^/' — a, &c. <jiiî Corn les valeurs qu'on a 
d'abord fjppofées aux lettres B , C , D , donc on a eu raifon 

de iL'ppoler M = ti y H r- H r-z H «^ 

Si les quantités fl » 5 , r , ^ , / font en proarreiÏÏon arîthmé"^ 
«que. les fécondes di^érences étant nulles, l'on aura Crsr-o, 

D =s: o &c. & M = a Y -4- — ^^— ^« Si les fécondes dit 

•^ àx 

fêrences font confiantes , Ton aura Ds=o,&M=:a7-4* 


— ♦■ 


dx i dl^ 

.' Soit la feric i -+- jf -+- jt» -f- x» -j-a:4-f- x^ -^-ficc =5 


I 


*■ ; de Ibrte que l'on aA=5:P = R=u Qu'on multîpGe 

ks termes de cette (êrie parles termes de la prosTelHon arît^* 

jnétique * ' }• 5. 7. ^. it. &c. on demande la fbmme dé 

* la ferie 3 -4- 5JiP-+-7Af*-f-^x*-Hiïr* &c. Dans 

tecasâ=5'^Às55,c= 7,3 — âT=B = i; mais 

C ss: D = 0. La fomme de la (èrie propofêe fera , en {cppo(ànt 

^ • 1 , , d X dt . 1 . 

y > î , = y ; donc fly= ^ , -- — = ?. 

^ M =s fljf H ~- sss -^ h ;•• 

Jleçhtrches nUtaphyJiifues fiir la namt du calcul 
. , diffénnticU 

16 p Les anciens Géoinét res faifoîent ufage des raî-» 
fons dt$ quantités dont la cliflérence devenoit plus 
petite qu'aucune quantité donnée. Pour donner un© 
idée du chemin qu*ifs pouvoientfuivredansladéter- 
fliination des fous-tangentesdes courbes ^foitpropçiS? 
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^e mener une tangente MT (fig. 137 ) au point 
M d'une courbe donnée, que nous fuppolerons 
une parabole. Si Ton tire la tangente T M G 
& lalecante MIS, il eft vifible que langleCMS 
deviendra d'autant plus petit, que larc'MI fera 
plus petit, & qu'en fuppofant cet arc plus petit 
qu'aucune quantité donnée, l'angle fera plus petit 
'qu'aucune quantité donnée. En effet en concevant 
cet arc comme un arc circulaire j il eft évident 
que l'angle C M I formé par la tangente & une 
• rorde a pour mefure la moitié de cet arc 5 do nC 
cet angle eft inaffignable lorfque l'arc eft inaiC- 
gnable ou plus petit qu'aucune quantité donnée ; 
donc les lignes C I & L S deviendront plus pe- 
tites qu'aucune quantité donnée. Cela pofé , en 
fuppofant M H parallèle à l'axe A P , il eu évident 
que les triangles PTM, LMH font f^mblables, 
& que la raifon M P : P T eft égale à la raifon L H : 
M H. Or cette derniçre raifon devient à la fin 
égale à celle de S H : MH & à celle de I N : MN ; 
donc la raifon delà différentielle IN de l'ordonnée 
à la différentielle MN de rabfcifle, devient à lâ 
fin égale à la raifon de l'ordonnée à la fous-tangente ; 
& c'eft là la limite qu'elle ne peut paffer , & de 
laquelle elle approche d'autant plus que I N eft 
plus petite. Donc en déterminant à quelle raifon 
devient à la fin égale à la raifon de la différence 
de l'ordonnée , à la différence de rabfciffe, on dé- 
terminera la fous-tangente , & par conféquent la 
tangente. 

Soit 2a X =y^ l'équation de la parabole , 2 a 
étant le paramétre , fi l'on augmente l'abfciffe A P 
s= AT de la quantité P/? = MN= ifr & l'ordon- 
née M P=^ de la quantité I N=rf^, en lubftituant 
X -^ dx au lieu dex dcy-i^dy ilà place de^j^ 

T4 
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l'on aura 2 ii :c ■+• 2adx ras y^^ 2 y Jy-h dy^^ 
Retranchant de cette équation celle de la courbe^ 
il vient 2adx=i2y dy^-^ dy^ , d*où Ton tire dy\ 
dx XI 2a i 2 y ^ dy. Mais lorfque dy devient 
plus petit qu'aucune quantité donnée , la raifoa 
2ai2y '^rdy devient à la fin égale à la raifon 2 ai 
2. y; donc à la fin Ton a dyx dx : : 2ai 2y. Mais 
à la fin la raifon de ^^ : ^ x eft égale à la raifoa 
de Tordonnéç à la fous - tangente PT 5 donc 2 ai 

ay:: y; PT = — =^ — = =s=2x.comme 

on Ta trouvé dans les feâions coniques. 

i66. Nous avons trouvé ci-deflus la tangente 
de la parabole en faifant la différentielle de y^ =s 
aydy , & en négligeant dy^^ ce quon peut faire 
toutj;:s les fois que y eft fini ; car alors dy^ n'entre 
point dans la proportion de la limite (pourvu quela 
quantité afieâéede </ynefoitpas = o;car dans ce 
cas dy^ ferviroît à trouver la proportion de la 
limite ). On peut voir par là qu'il n y a point d'erreur 
à craindre en fuîvant notre méthode. Mais pour 
développer notre idée de manière à ne laiffer aucun 
doute, il faut faire voir i^ qu'il y a des raifons qui 
approchent tellement de Tégalité, que la diffé- 
rence devient à la fin , c'eft-à-dire, dans là limite, 
plus petite qu'aucune quantité donnée. Cela eft 
évident pour les quantités dont Tune peut étrç 
augmentée 8^ feutre diminuée comme lV>n voudra, 
comme il arrive aux abfcifles AP, A/?; car en 
diminuant A^, on peut faire tomber le point p 
fur P , & alors AP eft=A/7. Il y a des quanti té$ 
qui approchent de l'égalité , en fuivant une cer- 
taine loi , qui font dan$ le même cas, par exemple 1^ 

valeur de la ferie^, \^ \^ i^^ -j^, ^^ &Çt approche. 
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d'autant plus de Tunité, qu'on prend un plus grand 
nombre de termes. Ainfi en prenant les deux pre-» 
miers termes , il s*en faudra de ^ ; en prenant le» 
trois premiers , il s en faudra de j , & la fomme 
entière de la ferie fuppofée continuée à Tinfini , 
fera = i , comme on Ta démontré dans la pre- 
mière Partie de cet Ouvrage, & comme cela eft 
évident. Car fi Ton partage une ligne d'un pied 
en deux parties égales , qu'on prenne d'abord une 
de fes moitiés , enfuite la moitié de l'autre moitié ^ 
enfuite la moitié du refte, & ainfi de fuite, U 
fommç de toutes ces parties donnera un pied. 

Il faut démontrer en fécond lieu que les raifons 
ou les quantités qui vont toujours en s'approchant 
de l'égalité de manière que leur différence devienne 
pluspetite*qu'aucune quantité donnée, deviennent 
à la fin égales. Suppofons qu'à la fin leur dififérence 
foit D quantité donnée & déterminée ; donc elles 
ne peuvent approcher de l'égalité plus près que de 
la quantité donnée D , ce qui eft contre la fup- 
pofition. 

167. On peut remarquer qu'on ne doit pas 
regarder comme égales les quantités ou les raifons 
qui ont une différence, quelle qu'elle foit; mais 
feulement on doit conclure que deux quantités 
dont la différence devient plus petite qi?aucune 
quantité donnée , font à la fin égales , parce qu'à 
la fin cette différence devient nulle ou = o : ainfi 
cette égalité s'obtient dans la dernière limite , de 
laquelle les quantités ou les raifons s'approchent 
au-delà de toute mefure afîîgnable , quoique peut- 
être dans certains cas elles ne parviennent jamais 
à cette dernière limite ; donc dans les démonftra-. 
lions fondées fur la méthode du calcul différentiel, 
Qn ne néglige aucune quantité grande ou petite* 
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mais on dît feulement que deux quantités oudeuit 
raifons font égales , lorfque leur difFérence eft 
nulle. * 

i68. Je fais que fouvent les quantités s^évanouif 
(ênt dans la limite; cependant il n'eft pas inutile 
de confidérer la proportion de la limite, parce 
que d'autres quantités qui ne s'évanouiflent pas^ 
& qui auparavant avoient la même proportion , z,ç> 
quierent dans la limite la proportion de la limite ; 
par ( fig. 137) les raifons 1 N : MN, CN : MN 
différent 9 à la vérité. Tune de Tautre, de manière 
cependant que la différence devient inaffignable ; 
donc dans la limite elles feront égales. Mais où eft 
la limite? Au point M où les points N, I , C f e 
confondent. Mais alors les lignes MN^CN,IN 
difparoiflènt , cela eft vrai ; cependant les lignes 
M H , L H , S H proportionnelles aux premières , 
continuent de rejftcr finies , & dans la limite les 
raifons LH:MH, SH: MH font égales. Donc 
quoiqu alors dy foit = &rfjc==o, cependant 
ronaSH: MH::MP: PT. Mais la raifon de 
dyi dx rLt& pas égale à celle MF: PT tandis 
que dyiidx font quelque chofe ; feulement la raifon 
de dyi dx approche extrêmement de celle dej^: 
PT lorfque dy & ^;cfont des quantités extrêmement 
petites ; donc très - près de la limite les raifons de 
dyi dx, 2a X 2yy yi PT approchent extrême-' 
ment de Tégalité, & dans la limite, lorfque dy:::=iO 
Je ^jc = o . les raifons de 2a : 2yy y iT^T font 
par&itement égales. 

- On peut donc dire que la raifon de </y: ^^ttrès* 
près de là limite fait connoîtrele raifon exaftedey : 
PT dans la limite. Or la raifon de dyi dx très-près 
de la limite étant égale à la raifon 2 a; 2y -+- dy, 
Ton a dans la limite 2ai zy v. y iVT^ parce qu'alors 
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ifyi=o, auflî bien que ^7\Puifque dans la limita 
^y'' = o , il eft vifible qu en cherchant la propor- 
tion- de la limite , Ton peut en différenciant né- 
gliger Jy. Mais pourquoi ne néglige-t on pas auflî 
^y ? Parce qu'alors on ne connoîtroit pas la raifon 
très-approchée auprès delà limite de 2 a :2j, quif 
fait connoître la raifon dy: dx. Ainfî les dy, 
Jes dx font quelque chofe, lorfqu*on les exprime^ 
£c deviennent = o à la fin du calcul ; donc oa 
peut négliger dx^ devant dx, ^jc^ devant dx^^ 
parce que fi dx^ (e trouve dans un calcul , foa 
coefficient étant fini , dx^ fuffira pour faire connoître 
la raifon de la limite , & dx^ devra êpre négligé. 
^ 165). M. Newton confidere les. dijférentiellei 
comme des quantités évanouiflantes ounaiflantes, 
j& c eft dans cet état qu'il confidere les rapports 
/de ces quantités: il les apipéHQ Jluxions. Pour dé^ 

Cgner la fluxion de jr, les Angloîs écrivent x; la 
(êconde fluxion fe marque ainfî' at; la troifiémd 

£uxion fe défigne par x ; &c. On met autant de 
points au'deifus de la variable , qu'il eft défigne 
par Tordre de la fluxion. Ils appellent ûutnus ce 
que nous appelions intégrales : aipfi x eu lafluente 
de jc ou de i/ x. Pour revenir à M* Newton , on 
peut lui faire cette objeftion. Si les fluxions font 
des quantités évanouiilantes , elles ne doivent poiitt 
avoir d'autres fluxions , autrement une quantité évà* 
pouiflànte feroit compofée d'autres quantités éva- 
nouiflantes, ce qui paroît impoflîble ; car il eft évidedt 
qu'alors les premières fluxions ne feroient pas éva- 
nouiffantes. Mais dans nos principes rien n'empcche 
que des quantités dx^dy extrêmement petites trè>- 
près de la liaiitç aient d'autres diâerentielles^i/ar^ 
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dddx &c. ddyj dddyicc D'ailleurs une chot» 
-quelconque eft exiftante Ou non exiftante : il n'y 
a point de milieu entre exifter & ne pas exifter , 
& toute quantité pafTe de l'exiftence à I4 non exiP- 
Jteoce dans un inftant indivifible. Il paroît donc 
bien difficile d'admettre des quantités évanouillàntes 
ou des quantités conHdérées dans l'état depaflage de 
l'exiftence à la non exiftence , comme il eft im- 
poffible de confîdérer une chofe dans Ton état do 
paiTage du néant à l'être. 

170. On peut encore faire une autre objeâion 
k M. Newton. Les fluxions ou quantités évanouit- 
&ntes font quelque chofe dans cet état, c'eft-à« 
dire, pendant .qu'elles s'évanouiflent,oufont=o. 
Dans le premier cas I N = ^JK eft< N C ( fig. i yj}, 
ic la raifon de dy à dx n'eft pas égale à la raifon 
-à^CN: dxy ou à la raifon de j^: PT. Dans le 
iècond cas il paroît abfurde de chercher la raifçn 
d'un rien à un rien, Auffi M. Newton ne veut pas 
:qu*on confidere les .fluxions lorfqu'elles font éva- 
nouies , mais feulement lorfqu'elles s'évanouiflènt, 
'Au refte )e fuis rempli d'eftime pour ce fublime 
.Mathématicien , auquel nous devons tant de belles 
découvertes. 

• Remarque. Nous avons dit ci-deflus (16^) 

;<]ue la raifon de dy: dx et oit à la fin égale à la 

rraifon de l'ordonnée à la fous-tangente , d'où il 

-fuivroit qu'on auroit à la fin dyi dx '•• yj PT:: 

-LH: MH. Dans la limite on a ^: PT:: LH 

c=s H S ( dans la limite ) : H M, mais alors dy:=iO 

8c dx= o; donc jamais la raifon de dy : dx ne , 

•peut être égale à la raifon de^ : TP, puifque dy 

'& dx ne peuvent atteindre à la limite fans cefler 

•d'exifter.Ciette difficulté eft fans doute très-forte, mais 

;ie paroît pas impoffible à réfoudre. £n effet quand 
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on prétend que laraifon de dy : ^/jc devient à la âa 
égale à celle dej^: PT, cela doit s'entendre de 
manière que la raifon de H S: H M, qui eft égale 
très- près de la limite à celle de dy : dx , devient 
dans, ia limite égale à celle de HL: HM^ qui efli 
égale à celle de j^: PT; de forte que fi dy Se d» 
exiftoient dans la limite , la raifon de 4y ; dx feroit 
égale à celle de^: PT. De même quand on dit 
que des quantités ou des raifons qui vont tou« 
jours en s'approthant de Tégalité de^^ytaniera 
que leur différence devient plus petite q^aucune ^ 

2uantité donnée font à la fin égales , cela s'entend 
ces quantités exiftent dans la limite, à moins 
u*on ne veuille établir une efpéce d'égalité entre 
es riens ; & pour les raifons fi les quantités qui 
les forment exiftent , ou bien encore cela s'entend 
des quantités, qui dans la limite ne difparoiflènt 

Î)as, & auxquelles les quantités qui dans la limite 
ont = o étoient proportionnelles très-près de la 
limite. 

Enfin C l'on fe rappelle que Ton a trouvé ci- 
iQQxxs(i6^)dy: dx :: 2ai ^y-^^dy ^ ce qui a lieu 
auprès de la limite , on verra que dans la limite 
HL: H M:: 2<z: iy •+• o; car dans la limite 
dy = o. Et fi Ion fait LH = ^/jr & HM = 
d x^^ Ton aura dans la limite dyidxii 2a i 
ayii yiVT^ Mais alors dy Scdx ne font pas les 
différentielles de l'ordonnée & de l'abfciflè, mait 
font des quantités HS, H M, qui hors delà limite ^ 
étoient proportionnelles aux véritables dy dcdx, 
&qui danslalimite déviennent H L, HM (fig. 138)^ 
& lont alors proportionelles à jy & PT. 

M. EuUer prétend que les différentielles font des 

purs riens. Si cela étoit vrai , on ne pourroit les compa-* 

fer enfemble } car on ne peut dire i)i concevoir qu un 
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rien foif double, triple, &c. d*un autre rien. B 
feudroit même dans cette hypothèfe admettre des 
riens de difFérens ordres les uns infiniment plus 
grands que les autres. Mais comment concevoir 
qu*un rien , qui n*eft pas une grandeur , peut être 
plus grand ou plus petit qu*un autre rien , qui 
n'a lui-même aucune grandeur? Comment com- 
parer ce qui ne peut ni exifter, ni être conçu & 
qui n*a aucune propriété (*) ? Ainfi nous ne faurions 
admetii| l'opinion de ce grand Mathématicien. 

Le détail dans lequel nous venons d'entrer peut 
feire comprendre aux Commençans en quoi confifte 
Tartifice du calcul différentiel , que très-peu de 
Géomètres paroiflbient avoir pénétré. A Tégard 
du calcul intégral , puifqu*en diflfereaciant jy* Ton 


(*) Oa.dira peut-être que 6:3:: 6 X 0:3 X o::.pz 
ei: 1 : i. Mais fî la rai(on o : o vaut x , îa laifon 6X0: 
3X0 fera le produit des raifon égales 6 : 3 & o : o , & & 
valeur (èra 4 & non pas 2 , ce qui efl contre h fiippodtion i 
& il e& viable que les raifons 61 3&éx o: 3 Xo ne. 
peuvent être fuppofëes égales qu'autant qu'on regarde 
comme une même quantité qui multiplie rantécédent & le 
conféquentde la raifon ^ : 3. On ne peut donc fuppofer que 
la raifon : o foit égale à celle de i : i qu'autant qu'on fup-» 
pofè que ^antécédent o ( qu'on regarde alors comme une 
quantité infiniment petite ) eft multiplié par une quantité dou* 
ble de celle qui multiplie le conféquent o, confîJéré com- 
me une quantité infiniment petite égale au o qui fe trouve i 
lîantécédent. On fait auflî qu'en divifant a a — bb par a-^3, 
le quotient donne a -H ^. Lorfque b^=^ay ce quotient eft =» 

a fl , & alors on a ' =55 L =- 

4 — ^ 1.(0) 

2 4 o 

^p- = ~ , en confidéiant o comm« une même quantiti 
^ùi multiplie a a & i. ' 
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•* 


écrit 7,y iy , il eft vifible que pour retrouver v% 
il fuffit rfaugmenter Texpcfant C i fous-tendu ) o&yt 
d*une unité , & de divifer enfuite par 2. dy pour 
avoir ^*, de manière que les régies du calcul iû* 
tégral étant analogues à celles du calcul différen*^ 
tiel 9 il ne peut y avoir aucune erreur dans la 
méthode quon fuit dans ce premier calcul^ quand 
flDiéme il y en auroit dans le fécond. 

Calcul dis diferenccs finies. 

iji. Si la quantité variable x reçoit un incre*. 
ment Bnip, la fondion x^ deviendra (Ar-+*/^)*=a. 
+ 2px'+'pp;de mêmeji:'deviendrax'-f-3/>jf* 
3f^x+p^. Cependant la quantité x"^ = 1 ne" 
changera pas de valeur, parce que ( x-^-^p); eft auflS' 
s=c I ; ce qui vient de ce que x^ eft une quantité 
confiante = 1, 

^uppofons que y eft une fonâion de Xy qui 
devient y^ ( * ) lorfque x devient x '+* p ; & y^^ 
lorfque X dévient x +2p'y &c. les valeurs de ir 
^ de j^ fe répondront de la manière qu*on voit icî^ 

X'yX+pi X'^ 2p'yX + ^pl X + ^p*9 &C, 

yy y'i y'' y y"; y; &c. 

Comme la ferie arithmétique x ; x +/? \X'^2pi 
;r -+- 3/^5 &c. peut être continuée à l'infini, de 
même la ferie^;j^' >>'"; J'*" 5 y^'' 5 &c. peut avoir 
Vne infinité de termes. Si^=jr,oufij^î=stfa:-h^,^ 
U ferie yiy^yy^^i &c, fera arithmctique. Si ^ es 


(*) Dans l'cxpreflion ^" , î ne défîgnc pas rexpofant^ 
de^ , & Ton n'emploie cette etprefCon que pçur diitinguef 
jr de^*. 
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■ 9 Ton aura une fcrie harmonique. Mais la 

ferie fera géométrique , Ciy=s:a\ 

172. Pour défigner les différences qui Te trou- 
vent er\tre les termes de la ferie ^; ^* > J'" > &c, 
je me fervirai de la lettre D ; de forte que y — y 
fera = Dy^ y" — y =^ Dy , &c. Ainfi T>y 
exprimera Kncrement que reçoit y lorfqu'on fubC 
titue x-^p a\x lieu de x : nou;s appellerons auflî 
cet incrément la dîjfféreritielle finie ae^, ou fim- 

{)lement la différence àey. Ceft pourquoi Dj^'* 
era la différence de^", c'eft-à-dire^Texcèsdej'"* 
fur^". Dans la ferie des différences Jiy\Dy^ sDj'" ; 
Dj<'"; Dj'^^ ; &c, on peut prendre de nouvelles 
différences^ & les repréfènter comme on le voit ici« 
DDj^=:Dy— Djr 

DD^* = Dj^^'— Dy 

&c. 
Il eft aifé de voir que D Tiy ou D\y repréfente la fe- 
conde différence de y ; D*j^' la féconde différence 
àty^\ &c. De même les troifiémes différences 
de j^;j^';&c/eront défignéespar J)^y\ D^j^'; &c, 
& ainfi de fuite. 

Maintenant puifque "Dy^ = j'" — y^ , on aura 
D^y zs^y'—2y' -hy, &DDj"=:y^' — 
^y + y^9 & par conféquent D^y =DDy^'^ 
T>J>y =j^"* — 3y^^ •+• 3jk' — J'-De même 

T>^y = y — j^ IV ^ I Q yiii _ I Ojy ' ^ -h 

J'J'* — j' ; & ainfi de fuite. Dans ces feries les 
coefficiens numériques font les mêmes que ceux du 
binôme (a^-^^ b y lorfque m eft un nombre en- 
tier poCtif, 

- 173- 
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175. Problême. Trouver les différences de tous 
les ordres de la puijfance x^. Puifque^ = ji;^, oi> 

'^2px+pp — x^ == 2 /^ AT 4- /'Z'* Mais /? eftici 
une quantité conftante, qui ne reçoit aucun incré- 
ment ,& D jt eft =i=;i ; donc D D^ 5=D ( 2 /> a:-+-/? /? ) 
^=2 2pDxi=:2pP:, ft DDDjf = o; D*^5=o; 

&ç. 

174. Problème. Trouver les différences de tous 
les ordres de la puiffance x^* En faifant y :==: x^ ^^ 
Von aura j^' = ( ^ 4-/^)' > & l^J^ = 3/^-*^* •+* 
3PP^ +jP^« Mais D.a;j; 5= ipx -+- />/>; donc 
JÛ.^px"- = 6//?;*: •+•3/'^ Or D^SPpx =:^pi , 
&D. 3;;3 -=3 o; doncDDj)^ =1 6 p^ x -4- 6/?5j 
&D5j^ :=: ôp^'y les autres différences font = o» 

17J. Problême. Trouver la différence première dti 
logarithme hyperbolique de x. Soit^ = L. x. Ton 
aura j^" a= L.(jf +/^), ScT>y =\y' — ^ =5 


V 

L. ( J^ -hp ) — L. *= L. C-2^^)=L. Ci +^ ). 

Puifque Dy e= \y' — - j^. Ion aura y^ sss y 
H-Dy ; Ion aura de même jf" = j,^ -f. 2'Dy -+• 
DDj.; y^^ = j. + 3 Dy -f. 3 DDj. -h D3^ ; 

&c. Les coefficiens nunîériques fe trouvent évidem- 
ment par révolution du binôme ( tf-|-^)'" ;de fort© 
qu'en général Ton aura la valeur de y de Tordre n , 
que je défignerai par j^^"^. Ton aura, dis-je, j^^">=5 

y 4-4 D^ 4- -H -. 

*^ I.l I. 1. X 

4- &c. Si au lieu d'un incrément •+• /^, at recevoir 
^n décrément — /; , c'eft-à-dire , fi .r fe changeoit 
en AT-—/?, alors à ( * ?— « n/) répoudroit j'^"^ 
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*^ ^ •^ 1.1. l.i.J 

&c. 

175. Voyons maintenant par quel moyen étant 
donnée une difFérence, on peut par la méthode 
înverfe revenir à la quantité qui la produite, & 
que nous appellerons fommc (^). Si Ton fuppofe ç 
= Dj^, Ton auraM. {ssj' -H C, M étant la ca- 
raftériftique qui défigne la fomme, & Cune quan- 
' tité confiante arbitraire, ou qu'on peut déterminer 
par la nature du problême. Or cette quantité C 
n'ayant aucun incrément , doit avoir difparu dans 
la difFérenciation. Quand on n'ajoutera pas de quan- 
tité confiante à la fomme , il faudra la fuppofen 
Au refte cette quantité peut fouvent être = o. 
Puifque D .^ = /^ , Ton aura M./» =3:^9 & M. i 

= — ; car la différentielle D x étant = /^ , Ton 

aura Df — )= i=i. Donc M. i = — . Nous 

aurons auffi M.( 2/^Ar -H /?/>) s= :v*; donc Air 

a=t -^ -*- M. -- î= »— — . L on a de même 

ip , * ^P * 

H- 3/7MVÏ.:!c-h/73.M. i = :v^5doncM.^:r= — 


•-^/> M. X — 

• 

^ M. I = " — + 

6 

inême M. x^ = 

4? » 

4 


(*j On pourroit rappcllerrimégtak d'une différcûûcUc aiu; 
iKiFérences finies.- . ^ 
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Si Ton fubftitue dans cette expreflîon les valeurs trou- 
vées ci-devant de M. at* , M,:*:, & M. i , il viendra 

M x^ x^ pxx 

• ^^ == — • — • + — . On trouvera par la 

4P 1 4 r ^ 

A X^ 

même méthode M^* = — 1 ;t4 u^L p^i 

5P '^ 


x^ 


^p^.x^ •+• ^^î j;. D eft facile de continuer. Si on 
fuppofe /; = I , ce qui eft très-permis , on aura 

M. I =M.Ar^==:;r 

M. X =: 1^:^ — 1 A? 


X a 


M.JrA:=:| ATÎ — I iV* +i AT 

&c. = &c. , 
177. Soit V = , on aura v^=: — r-; 


;^ — — ; r— 1, formule digne de remar- 

-que. Donc M. r-r— = -*- 

^ C ^ )• Puifque Dy 


Va 
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j on a y s= M. ( ; ^ — ) — 

M.(— !_)= ■ 2„. ^ ^ M- C '„ ) = 

U.( 7^ r) --' C— r — )* formule que je 

défigneraî par (A), 

178. PROBLÈME. Trouver lafommt de la quantïtl 

. En faifant cette quantité s=: / , on 


3? 


• ' 


aura r = — •— * . Donc M«f = M. Cï3 — 

M. ( ). Mais par la formule A , Ton trouve 

M.(i) = M. ( — î — ) — r *; donc M./ =s 
M.( — î — )— M.( — ^ ) ~ I: :k:. De même 

^-Hp *-H3P 

M.(— i— )eft=:M. (..-i—x — (_I_;j 
c eft pourquoi M. /=M* ( ) -^M. C ) 

X'^T' i p X — f— 2 p 

— 7 X — ( ) . Mais Téquation ci -deflùi 

M.C - •/. , ) —M. C — ^ ) ' 


x-f-(/i-H-i)p ^H-izp x-f-np* 

donne > en fuppofant /« = 2 , — • ( *-^ ) 

^-f- ip 

M. (— — ^ )>~M.C ); donc M,/ ;s9 

*-H tp ^-^^P 
1 ;j: _ ( -^ ) ^ ( ), 


J 
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Z^fagi du calcul des diffcrtncts finies dans la doSlrinc 

dcsJirUs^ 

17p. xDéfignant le nombre des termes, le terme 
général d'une fuite eft une fondion de x dans 
laquelle fi on fubftitue fucceflivement à la place 
de X les nombres 1,2, 3,4, y, &c. on obtiendra 
tous les termes de la ferie* Ainfi la ferie 1,7,13, 
^P> ^y j 3^5 &c- ^ V^^^ terme général 6 :c ~ y | 
<le forte que fi Ion fuppofe a; = y , par exemple^ 
ce terme général que j'appellerai X devient X =; 
6 X -^ ^ = 30 — • jr= 25*, cinquième terme 
de la ferie propofée. Le lerme, fommatoire d'une 
ferie ( on peut le défigner par S) eft, une fon- 
tion de x dans laquelle fi a la place de x on 
fubftitue un nombre entier pofitif , on aura la 
fojmme d'autant de termes que ce nombre contient 
d'unités. Le terme fommatoire S de la ferie dont 
nous venons de parler étant 3*?;^^— 2^:, fion 
fuppofe :v = 3 , on aura S === 2 7 — - 6 = 2ii 
fomme des trois premiers termes de la ferie. 

Suppofons une ferie tf,i, c, «,/,g, &c. dont le 
terme général correfpondant au terme du rang x 
foit=:X, le terme fommatoire étant repréfenté 
par S. Puifque S repréfenté la fomme d'autant de 
termes que x contient d'unités, la fomme du nom- 
bre JT — I de termes fera =r S — X. Si l'on re- 
tranche cette quantité de la fuivante S, lerefteX 
fera la différence de C S — X). Suppofons p = i^ 
à caufe de X =« D ( S — X ) , nous aurons M.X =3 
(S — X); donc S == M. X -h X -p C. La quantité 
C doit être déterminée de manière que lorfque 
a? = 0, l'on ait auflî. S =5 9 ; de forte que fi x 
étant =0 , l'on trouve S = y, l'on aura 1 équation 
Sî= ?•+• C=s 05 donc CferaaIorsîEs — X, Si :ç 

V5 
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étant toujours=o, rontrouvoitS= — y-l-C, Ton 
auroit C — y = o, & par conféquent C =o-h5'=5'. 
La raifon en eft que le terme fommatoire S doit 
s'évanouir lorfque la valeur de la ferie eft nulle ; 
or la valeur de la ferie eft nulle , fi x = o. Mais 
fi S = o , lorfque x = o, dans ce cas C fera ==o. 
Si au lieu d exprimer Amplement par S comme ci- 
defliis , le terme fommatoire d une ferie dont le terme 
général eftX, nous l'exprimons par S.X, nous 
aurons Téquation S. X = M* X -+- X-f- C , & fai- 
fant toujours /? = i ^ & fuppofant fucceffivement 

X = ^° ,^^, x^^ x^ ^x^, &c. nous trouverons 

S.x^ = AT • 

S.x^=\x^^\x^+'jx^'^i^x 

S.X^=:IX'^\X^ +:^,X^'-^,X- 

S. a:''= f x' -+. i ;r* -i- ^ jf J — ^ ;vî -H ^ JT 
S.x^ = L:c' ^\ x' +^x'^f,x^+^x^ 

S.x'zr:^^^x'+lx'^\x'-'irX^ + '^xr 


S If z 11.1 li'f 11 la II ^S i 11 € 
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En examinant ces fuites , on s*apperçoIt qu'il y 
a une; loi par laquelle les termes de la fuivante 
peuvent fe déduire de la précédente, C on ea 
excepte le dernier terme dans les feries qui con- 
tiennent la première puiflànce de x. Omettant 
donc ce dernier terme, fion aSr ^t" = a :»:"•*"' -(- 
tx" -H CAT""" — ex""^ -h/^"""^ — gx"'^'^ +î 
if jr'"* •— &c. la fomme fuivante fera 

71 ^ rt 2 /I ^ 


n— 6 /z — 8 

Si n efi un nombre pair, la ferie que nous venons 
de trouver fera exafte; mais fi n eft un nombre 
impair, il faudra ajouter un terme qui fera =z±Px. 

Tout avoir la valeur de P , on fuppofera;c=i ; 
donc dans ce cas on pourra fuppofer a;"*' =: i = Ar% 
& S. Jt: "*' = S. :j:° = AT = i. Ceft pourquoi on 
fuppofera la fomme de tous les termes trouvés 
par la formule précédente = i , & de cette fup- 
pofition on déduira la valeur de P. Par exemple 
la valeur de S, x^ étant S.;i?5 = Ix^ + "-x^ 'i^ 
J- j^4 — -^ AT*, Kon en conclura, en faifant n=:^, 
S.x'^' =S.;c"=f ^. x' + l.lx'+ ^.:^X^ ^ 
±.±.x^^Vx,ouS.x'j=lx'^lx'^^^x^^lx^ 
^T?x. Qu on faflè maintenant x =:l pour avoir 
i = 7 + î + T — -; + ?, il viendra P=.^, 
ainfi que cela doit être. 

180. Problême. Trouver le terme fommatoire de 
U ferie 2, 7, ij, a5, 40, 77, 77, 100, &c. 

dont te urme général ejl s=s - ... t Le term«. 

V4 
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général étant compofé de deux membres j :fcx ^ 
-hl AT, cherchez (eparément le terme fommatôire 
de chacun par les formules ci-deflus , pour avoir 
S. I AT* = 4 «^5 -h 7 :vAr -+- ^ ^, & S. ^ Ji; =^ xx 
•+- ^ jc- Ajoutant enfemble les deux termes u>m- 
matoires, leur fomme donnera le terme fomma- 

toire cherché j & Ton aura S. = -^ :c> 

X 

^ XX '•\^\ X = -^ X C a: •+• I )\ Si Ton fuppofe 
ar=j:,|(6)* = 90 fera la fomme des cinq pre- 
miers termes de la ferie. 

181. Problème. Trouver le urmt fommatoirt de 
la fem 1,27, I2y, 343,7^95 ^3?^» &c.des cubes 
des nombres impairs dontU terme général cft(2x — l^^ 
t= Sx^ — 12 :r* ^ 6 x — I, Ton aura 8, S. x^ 
:=:2x^ •+•4^:5 4-2:^*5 — I2.S.X* = —4:1:^ — 
6x^ — 2 ;t ; -+-6. S,x ^=-+-3^;* +3^:; — S.l 
»= — I. S,:^^=— a:. Donc le terme fommatôire 
cherché fera = 2x^ -^ x^ =xx (2xx — i). 
Si Ion fuppofe jc=6 , Ton aura3<î x 71 =2j'5'(î 
pour la fomrae des fix premiers termes de la ferie 
propofée. 

182. Lorfque le terme général eft le produit de 
plufieurs fadeurs fîmples qui forment une pro- 
grelîîon arithmétique, on peut trouver plus fa- 
cilexnent le terme fommatôire par une méthode 
élégante que nous allons expliquer; mais nous 
avons befoin auparavant de faire quelques re- 
marques. Si Ion propofbit de trouver la différence 
de la fonftion ( x -+-/^ ) (x^2p)=^yi parce qu'en 
fubftituant ;t -f- /i au lieu de a: , Ion ay^ = 
(^-+-2/?) (a; -+- 3/?), Ton auroit j^^ — jr^z'Dy 
'=2p (X'+'2p) =2. (a: 4-2), €nfaifant/7 = i. 
Donc M. (X'^2p) = ~ (x-i'p) C^-t-2/?). De même 
puifque la différence de (X'+^np) [a'-tHC^^+i VJ 


/ . 


■•n 
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eft=2/? [x'+'(n+i) p] , on aura M.[x'+'(n+i)p\ 

^= i} [^-t-C^z — I V] C^-+-/2/^). Si lona^ssa 

on trouvera Dj^ = 3 /> (x'^np)[x'-^{n-^i)p^. 
Ceft pourquoi M.(^ + np) [jc+C^-H i)p i 
^=77 [ ^-h ( /2 — I )/^ ] Ca;4-/î/^ ) [ x-^n^i) p\^ 

De même M, (^{x --^r np ) [Ar+(/2 + i)/?] x. . 

£ jr-+-(^^-H iV]» [j*^ + ('2'+*2)/^]» Ileft facile 
de continuer , la loi ae ces fommes étant évidente* 

Si Ton fuppofe/? = i , Ton aura M. (^x^n) => 
\ (X'^n — l)(Ar+/2);M.(jc4-/2)(Ar-h;2H-i)=3 
• . (x-i^n — I) (r + 72) ( AT^-zz+i) ; & aiftfi de fuite. 

Maintenant fi 4|ous ajoutons à ces fomnxes le 
terme général , plus une confiante qui faffe éva* 
nouir le terme fommatoire lorfque :!t: eft = oéê^- 
nous obtiendrons les termes fommatoires fuivans^- 
S. (x'jrn)t=^ (x'^n) (x'^n— l )'+'(x+nX 

— \ n(n-hi)C);(mS.(x'^n)=:{ (x+n)yc 
( A;-f-/2 -h I ) — 4^(7z-+-i);S.(ArH-/2) (x'+'/i-^i) 
= T (•*■+ n) C^4-^H-i ) (x-f-w-f-ja) -— 
jn(n-jri) (/2-+-2); S. (x-^n) (x+n-i^i) (j^-h/2+2) 

— î 'î (« 4- I ) (« -+-2) (/2 -f- 33> &âinfi de 
fuite. Si Ton fuppofe «=o, ou/î=s— i, I3 
confiante s'évanouira. 

Ainfi le ternie fommatoire de la ferie 1 5 2, 5, 4, y,* 
&c. dont le terme général eft jc, fera = ^;c( ;f-|-i); 
& la ferie fommatoire, de la ferie i, 2,3, &c. 


(*) [x-^ n] eft le terme général , & — -^ n (/z-Hi ) la conf- 
tance ajoutée qui rend le terme fommatoire =: ^ lorf(juex=9« 
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ce{^-à-dire, la ferie dont le terme général eft 
f^C-^ 4-1), fera 1,3,^, 10, ij, &c. dont le terme 

lommatoire = Ll i-,qui efl:lete^- 
me général de la ferie i , 4 , i o , 20 ; 3 5' , &c. dont le 
terme fommatoire eft = — i i- il L:^ 

I. %m 3* 4 

terme général de la ferie i, y, i;*, 37, 70, &c* 
dont le terme lommatoire eft == 

\ x{x'¥i){x-\-z)[x^l){x-\-^) 

^■■"— '■"■""■^ • 

I. !• 3* 4» ^ 

183, Nous avons trouvé ci-defïus C177) îà 
formule M. ( , -^ ^ > — 

f»C— r ) > cette formule, en fuppofant p = i: 

X "T" n p ** ■* * 

donné M. ( ^ = — i. ( L.)- 

Iponc en ajoutant le terme général & une conf- 
iante convenable , Ton aura le terme fommatoire 

S» ( - ^ ;:;- .«« 2 f — — i_\ 

. (x-hn) (x-^n-h i) ^' «^-f-zi+i^ 

* L'on aura de même 


n-hi 


S.C -7 ^ î! ) 

K7-— — r^^-T-J + K 


L*on aura auffi S. [ '- -] 

Hh î C . _^ .. _^ , ■ r); il eft facile, de 
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continuer , la loi de ces formules étant manifefte. 
De plus il eft bon d'obferver qu'au lieu d'ajouter 
leterme général aux fommes trouvées ci-deflus,on 
peut fecqntenter d'écrire dans ces expreffionsjc-hi 
au lieu de x. 

Puifque S, 


(Af-f-/ï) (Af-+-/I+l) TlH-I 


— . & que "7 ^v 


I 


X -f-« 


I c ^ c ^ 

, on aura o. — o. 


t= — ( ). De-là je tire le lemme 

/2-Hi x-h n -^ 1 

fuivant. 

LeMME:. s. S. = ' 

x^n x-hn-^-i ii-f- f 

^(— ^ — ). • 

iS^, Peobleme. Trouver le terme fommatoire d^ 
la fcrie i, 1 , 1, J^, ^, -i^, fi'c, dont leteM 

général efi = - — ^ -. Parce que ' 


X X ^X X X ^ X 


, Ton aura leterme fommatoire S. 


= 2 S. 5 — 2. S. — î — = 2 -^ ^ (par le 

lemme précédent ) = 


iSy. Pro BLÊME. Trouver le terme fommatoire de 
l<t f^rie 1,^,^,^, ^, &c. dont le terme gé^ 

néral e(l = . Ce terme eft =s 


I 


{i;if— i)(i;vHr}) 


^^ x« — 1^ * \»X4.3/ 


i*a 
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1 C--^)-î C ~^)MaisS.(—l-r) 

*— ■■y «C "t" "J AT— "y 


s. C-^) 


I 


( ^),&S.C— r) 


I 


*-!-» 


Divifânt donc cette valeur par 8 , on aura le 
terme fommatoire cherché =s i j- -L — . r 1 
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i86. De ce qu*on a dit çi-deflus ( 183 ), il fuît 
qu'étant donnés les termes généraux qu'on voit' 
ci-deflbus dans la colonne A, les termes fomma- 
tÊàjcts correfpondans feront les mêmes qu on voit 
fflms 


Fns la colonne fi* 
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Il eft facile de continuer, la loi de ces expreffioni 
étant évidente (*). Cependant oh ne peut 'pas 
trouver par ce moyen le terme fommatoire de la 
ferie dont le terme général eft J • 

Si dans les termes fommatoires de la colonne B 
on fuppofe x:=(x> , leurs derniers termes s eva-^. 


(*) Si l'on avoit lapuiflance «— m du binôme il -4- 5, les 
coefficients (broient , à compter du fécond terme , feroient , dis* 

. _ — »(— w — I) — m(— .m-«it I) («i^m — a) 

' ■ , occ. tn changeant 

*• 3» ^ 


tous les fignes , l'on auroit m. 
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^^ — -- ^ ^^ ^^^ , &c. , & en fubftimant A? aa 

lieu de m , il viendroitje • \ ^ ■ t 

a ^ z. 3 * 

*C«4-ïl C*4-«] [«-f-3 J 


, 6cc, qui font les termes gë- 

2. 3. 4 

i^ëraux des Ciites des nombres figurés, en n'y comprenant pasr 
lafèrie des nombres conftans i^ i, i, &c* dont le terme général 

I 2 
eft I =: *®. Mais ^ eft le quotient de i divifé par 

> ■ : , eft le quouenc de x dimô 

par 1- — :! ~ — i- j &€• Ainfi les termes généraux de 

la colonne A ne font autre chofe que les quotiens de l'unité 
divifée fucceflivement par les nombres figurés , eu n*y com- 
prenant ni les aoffibies conftaos ^^ m les nombres naturels. ^ 
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nouiront. C'eft pourquoi les feries fuivantes coo- 
tinoées à l'infîni ont des fommes finies. 
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+ n-+-ri-t-T^ + &c.= 
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